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Einleitung. 



In einer Abhandlung, welche im zwölften Bande der 
Acta mathematica unter dem Titel ;,TJeber ein System 
linearer partieller Differentialgleichungen^^ erschienen ist, 
habe ich mich mit Systemen linearer Differentialgleichun- 
gen mit mehreren Veränderlichen beschäftigt, welche nach 
dem Vorbilde der Fuchs'schen Theorie der gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichungen vom Standpunkte der Funk- 
tionenlehre aus behandelt werden können. Es sind dies die- 
jenigen Systeme linearer partieller Differentialgleichungen 
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(1) 



deren Coefläcienten a Funktionen von o?!, . . ., o;» von solcher 
Beschaffenheit sind, dass die p Differentialgleichungen eine 
endliche Anzahl linear unabhängiger Integrale gemein ha- 
ben. Derartige Systeme partieller Differentialgleichungen 
können zurückgeführt werden auf Systeme totaler Diffe- 
rentialgleichungen von der Form 

(2) 

1 



2 Einleitung. 

deren Ooefficienten a Funktionen von ^i, . . .Xn sind, welche 
den Integrabilitätsbedingungen Genüge leisten. Nachdem 
man einige allgemeine Prinzipien für die Untersuchung 
vieldeutiger Funktionen mehrerer Veränderlichen von der 
Art der Integrale der bezeichneten Systeme linearer Dif- 
ferentialgleichungen entwickelt hat, ist es nicht mehr allzu 
schwer, die Theorie des Systems (2) derjenigen des ent- 
sprechenden Systems mit einer einzigen unabhängigen Ver- 
änderlichen 
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(3) 



dx 



= «ml 2/1 "4" • • • + (^mm y* 



nachzubilden, dessen CoeflGlcienten a Funktionen von x sind. 
Da auch die gewöhnliche lineare Differentialgleichung 

^4) «o0 + «i-^- + ... + «.-.g + ««3/ = O 

mit von x abhängigen Ooefficienten auf ein System von 
der Form (3) zurückgeführt werden kann, so empfiehlt es 
sich, wenn man eine Theorie der aufgeführten Systeme 
linearer Differentialgleichungen entwickeln will, das Sy- 
stem (3) an den Anfang zu stellen, hierauf zu dem ent- 
sprechenden System (2) mit mehreren unabhängigen Ver- 
änderlichen überzugehen und erst mit den so gewonnenen 
Hilfsmitteln die Integration des Systems (1) vorzunehmen. 

Da die Behandlung des allgemeinen Systems (1) er- 
hebliche Schwierigkeiten bietet, so hielt ich es für zweck- 
mässig, mit der Untersuchung eines in der Form (1) ent- 
haltenen einfachen Systems zu beginnen und so zuerst 
die Theorie eines besonderen Falles zu entwickeln, die bei 
einer späteren Behandlung des allgemeinen Systems (1) 
als Vorbild dienen kann. Ich beschäftigte mich daher in 
der eingangs erwähnten Arbeit, wie ich es auch in der 
jetzigen thue, vorzugsweise mit dem System der Differen- 
tialgleichungen 



Einleitung. B 

d^z . dz ■ " &z 

deren Coefficienten a^ h^ c rationale Funktionen von x^ y 
von solcher Beschaffenheit sind, dass die drei Differential- 
gleichungen drei linear unabhängige Integrale gemein haben. 
Gleichzeitig stellte ich über Systeme von der Form (2) 
und (3) Untersuchungen an, soweit ich sie als Hilfsmittel 
für die Integration des Systems (B) brauchte. Die in jener 
Abhandlung angestellten Entwickelungen Hessen zwar die 
Fruchtbarkeit des betretenen Gebietes erkennen, aber es 
blieben dort noch viele wichtige Fragen in Bezug auf das 
System (5) sowie die Systeme (2) und (3) ungelöst. Es 
wurde zwar ein gewisses System (5) mit lauter regulären 
Integralen aufgestellt und behandelt, aber die Frage nach 
den nothwendigen Bedingungen dafür, dass ein solches 
System in der Umgebung der Stellen eines singulären Ge- 
bildes lauter reguläre Integrale besitzt, wurde nicht be- 
antwortet. In der jetzigen Abhandlung wird nun das all- 
gemeinste System (5) mit lauter regulären Integralen auf- 
gesteUt und untersucht, wobei sich ergiebt, dass das im 
dritten Abschnitt der früheren Abhandlung behandelte 
System nur einen sehr speziellen Fall bildet. Während 
früher die Reihenentwickelung der Integrale in der Um- 
gebung solcher singulären Stellen untersucht wurde, welche 
nur einem einzigen singulären Gebilde angehören , weise 
ich am Schlüsse der gegenwärtigen Arbeit auch auf die 
Form der Integrale in der Umgebung der Schnittstellen 
zweier singulärer Gebilde hin ; die ausführliche Darlegung 
dieses Gegenstandes behalte ich mir für eine spätere Ge- 
legenheit vor. Die Hauptaufgabe der vorliegenden Ab- 
handlung bildet also die Behandlung ähnlicher Fragen für 
das System (5), wie sie Herr Fuchs in seinen grundlegen- 
den Abhandlungen (Journ. f. Math. Bd. 66, 68) für die ge- 

1* 



4 Einleitimg. 

wohnliche lineare Differentialgleichung (4) behandelt hat. 
Dabei werden auch einige Ergebnisse der Fuchs'schen 
Theorie in dem Sinne verallgemeinert, dass von der Dif- 
ferentialgleichung (4), die als ein besonderer Fall des Sy- 
stems (3) angesehen werden kann, zu anderen Syste- 
men von der Form (3) und von diesen weiter zu den 
entsprechenden Systemen (2) mit zwei unabhängigen Ver- 
änderlichen übergegangen wird. Wenn ich dabei meistens 
bei drei abhängigen Veränderlichen stehen bleibe, weil 
eben das System (5) auf ein System von der Form (2) 
mit drei abhängigen und zwei unabhängigen. Veränderlichen 
zurückgeführt wird, so würde doch derUebergang zu Sy- 
stemen mit m abhängigen Veränderlichen, d. h. zu den all- 
gemeinen Systemen (2) und (3) , keine grundsätzlichen 
Schwierigkeiten bieten. Wenn auch hier die Untersuchung 
der Systeme totaler Differentialgleichungen (2) und (3) 
nur als Hilfsmittel für die Integration des Systems (B) 
auftritt, so würde doch eine weitere Behandlung der Sy- 
steme (3) auch an sich von Wichtigkeit sein, und ich 
möchte daher die Aufmerksamkeit auf dieselben lenken^). 
Der Gang, den die vorliegende Arbeit einschlägt, ist 
folgender. Nach einigen allgemeinen Erörterungen über 
das funktionentheoretische Verhalten der Integrale von 
Systemen linearer Differentialgleichungen mit zwei unab- 
hängigen Veränderlichen (§ 1) und über reguläre Integrale 
(§ 2), werden die Bedingungen für das Vorhandensein lau- 
ter regulärer Integrale aufgestellt, zunächst für Systeme 
von der Form (3) und (2) mit einer oder zwei unabhängi- 
gen und zwei oder drei abhängigen Veränderlichen (§§ 3 
— 6) , sodann (§ 7) für das partielle System (B). Hierauf 
wird die Form der Integrale der gefundenen regulären 
Systeme genauer untersucht ^) und zwar in §§ 8 — 10 für 



1) Die Systeme linearer Differentialgleichungen mit einer anabhän- 
gigen Veränderlichen sind his jetzt behandelt worden von Herrn Sau- 
vage (Annales de TEcole normale 1882, 1886, 1888, 1889) und von 
Herrn Grfinfeld (Denkschr. der Wiener Akademie 1888). 

2) Hierbei stellt sich heraus, dass sich die Sätze über die Form 
der regulären Integrale einer Fnchs'schen Differentialgleichung nicht 



§ 1. B 

totale, in §§ 11 und 12 für partielle Systeme , im Falle 
zweier unabhängigen Veränderliehen nur an solchen singu- 
lären Stellen, welche nicht mehreren singulären Gebilden 
gleichzeitig angehören. § 13 enthält Andeutungen über 
das Verhalten der Integrale an den Schnittstellen zweier 
singulärer Gebilde, und einige Schlussbemerkungen weisen 
auf andere Untersuchungsrichtungen hin. 

Die Arbeit ist so abgefasst, dass sie für sich ohne 
Hinzunahme der am Anfang erwähnten (Act. math. Bd. 12) 
ein Ganzes bildet: nur bezüglich einiger Beweise ist auf 
die frühere Abhandlung verwiesen. 



§ 1. 

Das Verhalten vieldeutiger linear verknüpfter Funktionen zweier 
Veränderlichen In der Umgebung der Stellen eines singulären 

Gebildes. 

Unter einer vieldeutigen linear verknüpften Funktion ^) 
einer Veränderlichen verstehen wir eine Funktion von der 
Beschaffenheit des allgemeinen Integrals einer gewöhnlichen 
linearen homogenen Differentialgleichung. Indem wir diese 
Bezeichnung auf Funktionen zweier Veränderlichen über- 
tragen, deßniren wir als m-fach linear verknüpfte Funktion 
der beiden Veränderlichen x, y eine vieldeutige analytische 
Funktion z von x, y (die nicht gerade monogen imWeier- 
strass' sehen Sinne zu sein braucht, sondern auch die Ge- 
sammtheit verschiedener monogener Funktionen sein kann) 
voiii solcher Beschaffenheit^ dass wünschen belid)igen m+1 
Zweigen derselben eine lineare homogene Beziehung mit con- 



ohne Weiteres auf die hier behandelten Differentialgleichungen ausdeh- 
nen lassen, dass sich vielmehr bei unseren Differentialgleichungensyste- 
men Allgemeinere Formen darbieten. 

1) Wegen dieser Bezeichnung vgl. Heun, Act. math. Bd. 11. 



6 § 1. 

stanten Coefficiefden besteht , toährend m Zweige j^i, , . . a^ 
vorhanden sindy zwischen welchen eine solche Bemehuftg nicht 
statt hat. An sämmtlichen Stellen (x, y), welche nicht einem 
der irreduktiblen algebraischen Grebilde 

^ip^iV) = 0, if{x,y) = 0, x{x,y) = . . . 

angehören , möge jeder Zweig der Funktion z in eine Po- 
tenzreihe entwickelbar sein. Wir nehmen an , dass diese 
irreduktiblen Gebilde, die wir als singulare Oebilde oder 
singulare Curven der Funktion ^ bezeichnen, in endlicher 
Anzahl vorkommen. Wir haben diese Voraussetzungen so 
gewählt, dass sie bei den Integralen der Systeme linearer 
Differentialgleichungen, mit welchen wir uns später be- 
schäftigen werden, thatsächlich erfüllt sind. Nennt man 
m Zweige ^i, . . ,, 0^ der Funktion , zwischen welchen 
keine Gleichung 

mit Constanten CoeflScienten besteht und durch welche sich 
folglich jeder Zweig von ^ linear und homogen mit con- 
stanten Coefficienten ausdrücken lässt, ein Fundamental- 
System von Zweigen der Funktion 0, so braucht man, um 
die Eigenschaften dieser Funktion kennen zu lernen, nur 
das Verhalten eines Fundamentalsystems zu untersuchen. 
In der Umgebung einer Stelle (a, 6), welche auf kei- 
nem singulären Gebilde gelegen ist, lassen sich die Ele- 
mente eines Fundamentalsystems in Potenzreihen 

^1 = ^lix—a, y—h), . . . 0„, = ^^(x—a, y — b) 

entwickeln. In Bezug auf das Verhalten eines Fundamen- 
talsystems in der Umgebung einer Stelle (a, b) eines sin- 
gulären Gebildes g> (x, y ) = ^) sind, wenn man zunächst 
annimmt, dass die Stelle (a, b) nicht zugleich einem andern 
singulären Gebilde angehört, die folgenden Sätze zu be- 
achten, die aus dem ersten Abschnitt der mehrfach er- 
wähnten Arbeit (Act. math. Bd. 12) folgen. 



1) Ein singuläres Gebilde setzen wir, auch wenn dies nicht beson- 
ders erwähnt wird, stets als monogen und demnach die ganze Funktion 
y (rc, y). als irreduktibel voraus. : . 



§ 1. 7 

Ist ein in der Umgebung von (a, h) verlaufeifder ge- 
schlossener Weg der Stelle {öc, y) gegeben, so kommt es bloss 
darauf an, oh dieser Weg das singulare Gebilde q> {x, y) = 
umwindet oder nicht, d. h. ob das Argument der complexen 
Grösse (p (x, y) eine Aenderung um ein Vielfaches von 2iti 
erleidet oder nicht, wenn {x, y) den angenommenen ge- 
schlossenen Weg durchläuft '). Im leiden Falle bleibt unser 
Fundamentalsystem bei einer Fortsetisung längs dieses geschloS" 
senen Weges ungeändert, im ersten Falle wird das Funda- 
mentalsystem {jsi, . . . ;sim) in ein anderes (-sfi , . . . jiim) über- 
geführt, welches mit dem ursprünglichen in folgendem Zusam- 
menhange steht: 

■_ (1) 

wo unter On, . . . Cmm Constante 0u verstehen sind. Wir 
wollen annehmen, das Fundamentalsystem (jsi, ... e^ werde 
aus (-6?! , . . . ^m) durch einen geschlossenen Weg erhalten, 
welcher das Argument der complexen Grrösse ^{x^y) um 
2ni vermehrt. 

Bie Funktion z zeugt in der Umgebung eine/r jeden 
Stelle des singulären Gebildes (p (x, y) = das nämliche Ver- 
halten *) wie in der Umgebung von (a, b). Oder genauer 
ausgedrückt: ist (o', 6') eine beliebige andere Stelle des- 
selben irreduktiblen Gebildes (p (x, y) = 0, so hat man in 
deren Umgebung das Fundamentalsystem (^1 , . . . ^it), welches 
durch einen in der Umgebung von (a', V) stattfindenden (in 
demselben Sinne wie vorhin genommenen) Umlauf um (p (x, y) 
= in _ 



^m = Cml ^1 -f- . . . + Cfnm^ni 



m 



Übergeht, wo Cn, ... C,„„» dieselben Constanten wie oben 
sind. Hat die Determinante 



1) Act. xnath. Bd. 12. Seite 119 und 120. 

2) a. a. 0. S. 128. 



8 § 1. 

Cii — Sj . . . Ci 
(2) 



m 



mm 



lauter einfache Elementartheiler ^) s — d , . . . ä — Cm, so 
können wir unser Pundamentalsystem durch ein anderes er- 
setzen, welches auch wieder mit (zi , . . , £fm) bezeichnet 
werden möge und welches bei einem UnJaufe um q>{x,y) 
= in 

^1 = Ci ^1 , . . . ^m = Gm ^m 

Übergeht. Setzt man 

so ist unser vereinfachtes Fundamentdlsystem in der Form 
darstellbar : 

^1 = 9 (^, yF^ . gl 
(3) 

hierbei sind gi , . . . , gm Funktionen von x, y, welche sich in 
der Umgebung von (a, 6) eindeutig verhalten ^ möglicherweise 
aber an den Stellen des Gebildes q)(x,y) = unendlich wer- 
den^). Es sei nochmals ausdrücklich hervorgehoben, dass 
die Exponenten pi, . . ,, Pm constant sind , also für alle 
Punkte (a, 6) des irreduktiblen singulären Odfildes dieselben 
Werthe haben ; es entspricht also , wie bei einer unabhän- 
gigen Veränderlichen jedem singulären Punkte, so hier 
jedem irreduktiblen singulären Gebilde tp{x^y) = ein 
Exponentensystem (jPi, . . . Pm)- 

Wenn die oben angeschriebene Determinante auch 



1) Weierstrass, Berliner Monatsberichte 1868. Da die Weierstrass* 
sehe Theorie der Transformation einer Schaar bilinearer Formen in der 
Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen nicht nur fiir die 
gegenwärtige, sondern auch für andere Fragen (vgl. Act. math. Bd. 12, 
S. 140) von grossem Nutzen ist, so setze ich die erwähnten algebraischen 
Untersuchungen des Herrn Weierstrass als bekannt voraus. 

2) Vgl. Act. math. Bd. 12, S. 183, 134, 144—146. 



§ 1. 9 

mehrfache Elementartheiler besitzt, so sind die angegebe- 
nen Entwickelungen etwas abzuändern. Die einem e-fachen 
Elementartheiler s — C entsprechenden e Elemente ei^ , , , z, 
eines vereinfachten Fundamentalsystems gehen hei einem Um- 
laufe um das singulare Gebilde (p{x,y) = über in 



und lassen, wenn 



G = e^''*^ 
gesetzt wird, die Entwickelung zu 

zi = q>{x,yyti 

Z2 = q>{x,y)p\^ + t2logq)] 



(4) 



wo die J; Funktionen von derselben Beschaffenheit wie oben 
sind. Und zwar ist, wenn 

1 _ , 
2mC 
gesetzt wird, 

g; = Ä&.-.1, g;'= /cH/-2, ... g^*"')= Ä^'gi (i = 2,...,6). 

Die angegebenen Entwickelungen beziehen sich, wie mehr- 
fach erwähnt wurde, auf die Umgebung solcher Punkte 
(a, 6) des singulären Gebildes (p{x,y) = 0, welche nicht 
zugleich einem anderen singulären G-ebilde angehören. 
Aber gerade für praktische Zwecke dürfte es meistens 
von grösserer "Wichtigkeit sein, die Entwickelung der In- 
tegrale von Systemen linearer Differentialgleichungen in 
der Umgebung derjenigen singulären Stellen zu haben, in 
welchen sich zwei oder mehrere singulare Gebilde schnei- 
den, und auch für die Theorie ist es erforderlich, das Ver- 
halten unserer Funktionen in der Umgebung sämmtUcher 
singulären Stellen zu kennen. Auf die Untersuchung viel- 



10 § 1. 

deutiger linear verknüpfter Funktionen in der Umgebung 
einer Schnittstelle (a, 6) zweier singulärer Gebilde werden 
wir am Schlüsse vorliegender Arbeit noch kurz eingehen, 
während vorläufig stets, atich wo es nicht besonders erwähnt 
loird, nur Punkte eines einzigen singulären Gebildes in Be- 
tracht gebogen werden. 

Wir gehen nun von einer einzigen m-fach linear ver- 
knüpften Funktion z über zu einem System von m gleich- 
ver^iveigten m-fach linear verknüpften Funktionen d^\ . . . js^**^\ 
Es ist ein aus m Zweigen (js^^^) , . . . , 4"*0 (ä? = 1, . . . w) 
des Funktionensystems gebildetes Fundamentalsystem 



(5) 



4») . . . 4»') 



^1) . . . Ä<») 

fit m 



in solcher Weise vorhanden, dass sich jeder beliebige Zweig 
(jer^^>, . . . ^(*»)) unseres Funktionensystems in der Form 

^a) = C,4i) + ... + 0«^i> 
(6) 

darstellen lässt, worin Ci, . . ., C«, constant sind. Das 
Fundamentalsystem (6) geht bei einer Umwindung des sin- 
gulären Grebildes 9? = über in 

Ja) ... 4"») 



;9^1) . . . Jg^'^K 
^m m ' 

wenn man 

(7) (»=!,...»») 

setzt, wobei die Coefficienten G von i unabhängige Con- 
stante sind. Setzt man r = | C* | , so geht die Deter- 
minante jd des Fundamentalsystems (5) bei einem Umlaufe 
um 9 = über in 

(8) J = TJ, 



§ 1. 



II 



sie kann also, wenn man 

setzt, in der Form 

z/ = (pPt (9) 

geschrieben werden, wo g eine in der Umgebung der Null- 
stellen von 9 eindeutige Funktion ist. Hat die Deter- 
minante 



Oll — Sf . . . C 



Im 



a 



ml 



, . . . C/fNm 5 



lauter einfache Elementartheiler s — Ci, . . . s — Cm und 
haben i?i , . . .pm dieselbe Bedeutung wie oben, so ist in der 
Umgebung der Stelle (a, 6) des singulären Gebildes g? {x, y) 
= ein Fundamenentalsystem von der Form vorhanden: 



4^ = <p{x,y)Pi^^), . . . 4-) = <pix,y)Pi^^) 



^il> = 9'(^,y)^-e. . . • e> = 9i^.y)^-^\ 



(10) 



wobei ^^ , . . . ^^ in der Umgebung von (a, 6) eindeutige 
Funktionen sind. Die einem e- fachen Elementartheiler 
entsprechenden e Elemente eines Fundamentalsystems haben 

die Form 

, , , . . , , . 

^'■=f^{^^+mos9\ (i=i,...«») (11) 

wo die t die frühere Bedeutung haben. 

Die Coefficienten des Systems der Differentialgleichungen 

d^e , da -■ ds 

— i = «0^ + ^i-äZ.+^ — 



dx 



dx 
de 



dy 

de 



d^z , dz , dis 



(12) 



öy* 



öa? 



dy 
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seien rationale Funktionen von x^ y, zwischen welchen 
solche Beziehungen (Integrabilitätsbedingungen) bestehen, 
dass die drei Differentialgleichungen drei linear unabhän- 
gige Integrale gemein haben. Die Integrabilitätsbedin- 
gungen brauchen wir nicht wirklich anzuschreiben; wir 
ziehen alle unsere Schlüsse unmittelbar aus der Voraus- 
setzung, dass drei linear unabhängige Integrale vorhanden 
sind oder, was dasselbe ist, dass das allgemeine Integral ^ 
eine dreifach linear verknüpfte Funktion ist. Sind 

(13) 9(^,y), ^(^,3/), xip^^y) • • • 

die in den Nennern der rationalen Funktionen a, 6, c ent- 
haltenen irreduktiblen Faktoren, so sind 

(14) q>{x,y) = 0, il>{x,y) = 0, xi^^y) = 0, . . . 

die singulären Gebilde der Funktion z, die alle im Bis- 
herigen aufgeführten Eigenschaften einer linear verknüpf- 
ten Funktion besitzt, mit der Massgabe, dass m = 3 zu 
setzen ist. 

Sind weiter die Coefßcienten des Systems totaler li- 
nearer Differentialgleichungen 

d/gi = (an 01 + ... + «im^rn) dx + {bnisi -f . . . + hm^m) dy 
(IB) 

dS!m = (öfml^l -f- . . . + (^mm^n) dx + (ftml^l + • • • + ^mm^m) dy 

den Integrabilitätsbedingungen genügende rationale Funk- 
tionen von Xj Pj deren Nenner die irreduktiblen Faktoren 
(13) enthalten, so ist (^efi, . . . jsfm) ein System w-fach li- 
near verknüpfter Funktionen mit den singulären Gebilden 
(14). Das Funktionensystem (jsi, . . . Zm) besitzt also die 
Eigenschaften des vorhin behandelten Funktionensystems 
(j8Ki>, . . . , jer^*»)) ; wir ändern nur künftig die frühere Be- 
zeichnung insofern, als wir is^^ durch Zi und e^ durch ßik 
ersetzen. 
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§2. 
Systeme von DifTerentialgleichungen mit regulären Integralen. 

Wie wir in § 1 gesehen haben, besitzt eine linear ver- 
knüpfte Punktion in der Umgebung einer Stelle (a, b) des 
singulären Gebildes q>(x,2/) = ein Fundamentalsystem, 
dessen Elemente von der Form 

<3p(^,y)^.& (1) 

oder von der Form 

sind, worin sämmtliche Funktionen £ in der Umgebung von 
(a, b) eindeutig sind , möglicherweise aber an den Stellen 
des Gebildes (p (x, y) = unendlich werden. Wir bezeich- 
nen ein Element eines solchen Fundamentalsystems als 
regulär, wenn die in seiner Entwickelung enthaltenen 
Funktionen g in Potenzreihen von x — a, y — b entwickelbar 
sind oder doch bei geeigneter Wahl des Exponenten jp, der 
nach § 1 um eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
vermehrt werden kann, Potenzreihen werden. Wir sagen, 
die Funktion js verhalte sich an der singulären Stelle (o, b) 
regtdär *), wenn sämmtliche Elemente des in der Umgebung 
dieser Stelle geltenden Fundamentalsystems regulär sind; 
dann bleibt aber das reguläre Verhalten bestehen an allen 
Stellen desselben irreduktiblen singulären Gebildes q>{x,y) 
= 0, durch welche nicht noch ein anderes singuläres Ge- 
bilde hindurchgeht; wir nennen eine solche Funktion is 
regulär an dem singulären Gebilde g? {Xj y) = 0. 

Den Erörterungen des § 1 über die Form eines Fun- 
damentalsystems an dem singulären Gebilde q>{x^y) = 
wollen wir unter der Voraussetzung, dass dieses Funda- 
mentalsystem regulär ist, noch Einiges beifügen, wovon 



1) Es wäre sehr zu wänschen, dass diese in der Theorie der ge- 
wöhnlichen linearen Differentialgleichungen gebräuchliche Bezeichnung 
durch eine andere ersetzt würde und dem Worte „regulär" die Bedeu- 
tung erhalten bliebe, die es in der Weierstrass'schen Funktionenlehre 
hat, wo es den Gegensatz zu „singulär** bildet. 
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wir später Gebrauch machen werden. Hat die Determi- 
nante (2) in § 1 , welche gleich Null gesetzt nach einer 
Bezeichnung des Herrn Fuchs die zu dem singulären Ge- 
bilde (p {Xj y) = gehörige Fundamentalgleichung ergiebt, 
lauter einfache Elementartheiler s — A, , . ,s — C„, , so 
ist das als regulär vorausgesetzte Fundamentalsystem von 
der Form 

^1 = 9 (^» 3/)^» • % (^-0, y-^ 

(3) 

ist der Exponent pi so bestimmt , dass die Potenzreihe 
^i{x — a, y — h) nicht das Produkt aus q){x,y) in eine an- 
dere Potenzreihe ist *) , so sagen wir , das Element Zi ge- 
höre zum Exponenten pi. Tritt s — C (i- mal als einfacher 
Elementartheiler auf, so können die entsprechenden Expo- 
nenten Pi, ' » - Pfi einander gleich oder um ganze Zahlen 
verschieden sein. Im Falle einer Veränderlichen x kann man 
dem zu einer singulären Stelle x = gehörigen Fundamen- 
talsystem stets eine solche Form geben, dass die (i Exponenten 
Pii ' ' ' JP." ^öw einander verschieden sind *) ; deiin sind 

^1 = ocP^i] gl = ai + alx + . . . 

jg'2 = icPg2 ; & = »2 + aix + • • • 

zwei zu demselben Exponenten p gehörige Elemente, so 
kann man Zi durch 

^J == a2Zi — aiZ2 = icP+^gi 

ersetzen. Bei zwei Veränderlichen ist dies aber nicht möglich, 
denn wenn ein Fundamentalsystem die beiden Elemente 

zi = q>{x,y)P^x] gl = 5Pi(ä;— a, y-h) 

Z2 = (pix,y)Pk', i2 = "^2 {x—a, y-'b) 



1) Statt „die Potenzreihe ^{x^a, y—b) ist das Produkt aus (p(x,y) 
in eine andere Potenzreihe^, schreibe ich häufig: 

^(x—a,y—b) = 0, mod, (jp(x,y). 

2) Bei einer Fuchs'schen Differentialgleichung mit regul&ren Inte- 
gralen kann sich ja auch nur dann ein Fundamentalsystem von dieser 
einfachen Form ergeben, wenn die deteirminirende Gleichung keine mehr- 
fache Wurzel hat. 
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enthält; so kann man im Allgemeinen nicht zwei Constan- 
ten Ci, C2 so bestimmen, dass C2S1 — CiJ;2 = 0, mod. 9 wird. 
Ist nun s — C ein e-facher Elementartheiler der Determi- 
nante (2) von § 1, so sind die entsprechenden e Elemente 
des hier als regulär vorausgesetzten Fundamentalsystems 
von der Form 

^i = q>^^ gl. 

02 = g?P»& + A;9^*gilog9 



(4) 

wo gl, &, . . . &» Potenzreihen von x — a, y — 6 sind und Je 
eine Constante ist. Den Exponenten pi denken wir uns 
der Gleichung 

gemäss so bestimmt ist, dass die Potenzreihe g, nicht durch 
9 theilbar ist. Man kann stets voraussetzen, dass 

Pi ^ P2 ' . * > Pe (6) 

ist, was so zu verstehen ist, dass die Differenzen ih — p2 , . . . 
positive oder verschwindende ganze Zahlen sind. Wäre 
z. B. 2?2 > Pii so würde man 02 durch eine lineare Ver- 
bindung von 01 und 02 ersetzen usw. Sagt man, der 
Ausdruck 

^ = 9>''(5+riog<)P+raog<p)- + ...) 

gehöre zum Exponenten p , wenn nicht alle Potenzreihen 
tt it ^' • ' durch q) theilbar sind, so sind infolge der 
Bedingungen (6) ^1 , . . . pe die Exponenten der Integrale 
01, 02, ... 0$ in (4). Es wird sich freilich nicht immer 
sofort das einfache Fundamentalsystem (4) ergeben, son- 
dern man wird häufig auch auf ein Fundamentalsystem 
W, ^2> • • • ^« von solcher Beschaffenheit stossen, dass 
0'i eine lineare homogene Verbindung von 01, 02, , . . 0i ist. 
lieber die Ausdehnung dieser Erörterungen auf ein 
System m - fach linear verknüpfter Funktionen 0^^^ , . . . 0^*^^ 
sei Folgendes bemerkt. Hier sagt man , das reguläre 
Zweigsystem 
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oder 

gehöre zum Exponenten Pj wenn nicht sämmtliche Potenz- 
reihen t^^\ . . . g^*"^ bezw. nicht sämmtliche Potenzreihen 

^\ ^i\ • • • £o"^ S^"*^ • • • ^^^^^ 9^ theilbar sind ') Von 
den bei einer einzigen Funktion geltenden Verhältnissen 
verschieden ist der Umstand, dass man es bei einetn runk- 
tionensystem mit einer einzigen unabhängigen Veränder- 
lichen nicht immer vermeiden kann, dass mehrere Zweig- 
systeme von der Form 

zf demselben Exponenten p gehören. 

^ Die nächste Hauptaufgabe besteht nun darin, die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür zu suchen^ 
dass die Differentialgleichungensysteme ^ mit welchen wir uns 
im Folgenden beschäftigen wollen y an einem singulären Ge- 
bilde lauter reguläre Integrale haben. Zur Abkürzung sagen 
wir dann einfach, das Differentialgleichungensystem sei 
regulär an dem betreffenden singulären Grebilde. Wir wer- 
den uns auf die genauere Untersuchung der Integrale re- 
gulärer Differentialgleichungensysteme beschränken, da ja 
bei einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung auch 
nur die regulären Integrale genauer untersucht worden 
sind. 

Wir beginnen mit dem System (5) der Einleitung. 
Ist die höchste Potenz von (p {x, y), welche in den Nennern 



l)^Die Determinante eines regulären Fundamentalsystems lässt in 
der Umgebang der Stellen (a, b) von tp = eine Entwickelung von 
der Form 

(9) ^ = (p{x,yf^(x-a, y—b) 

zu (vgl. § 1, Formel (9) ). Hiernach sind 

ölog-^ Ölog-i^ 

an den Stellen von ^ — in Potenzreihen entwickelbar. 



I 



I 



.1 
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der rationalen Funktionen Gq, «i, a^] &o> hj h] ^o, ^i, c^ 
auftritt, die (A + 1)*®j so kann man dem System in der 
Umgebung einer jeden Stelle (a, h) des singulär.en Gebildes 
(p {x^ y) = 0, durch welche kein anderes singuläres Grebilde 
geht, die Form geben : 

d'^z dz dz 

WO die Coefficienten 

Co, Ci, C2 

Potenzreihen von aj— a, y — b sind. Es sind nun die Be- 
dingungen aufzusuchen, welchen diese Potenzreihen genü- 
gen müssen , damit das System (10) an dem singulären 
Gebilde <p (x, y) = regulär ist. Diese Bedingungen sind 
aber bei Weitem nicht so einfach, wie bei einer gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichung, Setzt man 

z dz dz 

Z, - —, ^1 - -^ , ^2 ~ ~öy ' 

SO geht das Sj^stem (10) über in das totale System 

Ö9 , >^ j_ , ^ d<p 

dy 

(pf'-^^dzi = {fpA{}Zo']-AiZi-\-A2Z2)dx-]'{(pBQZo+BiZi-}'B2^2) (U) 

yA+l(/^2 = (<pBoZo-i-BiZi-\-B2^2)dx-{-((pCoJ^O+CiZi'^C2JS^2)' 



tpdzo = (- ~-^ ^0 + ^j) dx + (~ -^ ^0 + ^2) dy 



Wir suchen daher die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür auf, dass sich das System 

2 
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+ (iSoo^s^o + ^01 ^i + -ßo2'8f2) dy 

(12) y'^+^^^i = (^10^0 + ^11-8^1 + -^12^2) öf^ 

+ ( J5io ^0 + Bii ^2^1 4- B12 ^2) dy 

+ (B20 ^0 + B21 ei + J922 -e-g) dy , 

dessen Coefficienten ^, B in der Umgebung der Stelle (a, &) 
des Grebildes 9 = in Potenzreihen entwickelbar sind, 
an dem singulären Gebilde 9? (^, y) == regulär verhält. 
Zur Vorbereitung auf die Untersuchung des Systems (12) 
behandeln wir vorher das entsprechende System mit einer 
unabhängigen Veränderlichen 

dyO A X A X A 

X -^ = A^y^ + ^01 y\ + ^022/2 

(13) x'^^ ^ = ^10 yo + -4n 2/1 + ^122/2 

^^^^ ~dx ^ '^^^^^ "^ ^^^ ^^ "*" ^^^^^ ' 

wir setzen die Coefficienten A als Potenzreihen von x vor- 
aus und suchen die Bedingungen für die Regularität an 
dem singulären Punkte a; = 0. Wir sind so auf die Frage 
nach den nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
für die Regularität eines Systems von der Form (3) der 
Einleitung geführt. Dass das System 



(14) 



X ^ = Anyi + . . . + Axmym 



(*ym j j^ ^^ j 



dessen Coefficienten A Potenzreihen von x sind, regulär 
ist , hat Herr Sauvage ^) bewiesen. Wir werden ein sol- 
ches System nach dem Vorgange von Herrn Sauvage als 



1) Ann. de TÄc. norm. 1886. 
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kanonisch bezeichnen. Dem allgemeinsten regulären Sy- 
stem der Form (3) der Einleitung kann man die Gestalt 



^^^ 'Ix "^ ^n 2/1 + • • • + ^Irnj/m 



^ "5 — -^»»1 yi ~f" • • • I '^mmym 



(15) 



geben, worin die Ä Potenzreihen von x sind; es handelt 
sich um die Aufsuchung der Relationen, welche im Falle 
der Regularität zwischen den Coefficienten Ä bestehen^). 
Hier aber werden wir die Theorie dieser Systeme nur 
so weit führen, wie wir sie für das System (10) brauchen, 
und uns demgemäss auf Systeme von der Form (13) und 
(12) beschränken. Zur Vorbereitung sollen jedoch erst 
die Systeme mit zwei abhängigen Veränderlichen behan- 
delt werden. 
Das System 

/ (16) 

^'dx ^ -^21^1 + -^22^2 

ist bekanntlich regulär; wir suchen nun die Regularitäts- 
bedingungen für die Systeme 



und 



^^1 A \ A 

X— = Äiiyi + Ai2y2 

i^^+^ -^ = -4.21^1 + -422^2 



, , , dyi . , . 

~dx "^ ^^^* "^ ^^^^ 



(17) 



(18) 



1) Für unseren Zweck müsseu also die Untersuchungen des Herrn 
Sauvage (Ann. de l'Ec. norm. 1889), die sich mit der Zurückfährung 
der regulären Systeme von der Form (15) anf die kanonische Form (14) 
beschäftigen, noch weiter durchgeführt werden. 

2* 
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womit die Frage der ßegularität für m = 2 erledigt ist. 
§ 3 beschäftigt sich mit der Regularität der Systeme (17) 
und (18) , § 4 mit den entsprechenden Systeme mit zwei 
unabhängigen Veränderlichen, § 5 mit der ßegularität des 
Systems (13) und § 6 mit der von (12) und schliesslich 
§ 7 mit den 'Kegularitätsbedingüngen des Systems (10). 

Besitzt das als regulär vorausgesetzte System (15) an 
der singulären Stelle o; = das Fundamentalsystem 

2/11 = ^^*^ii, . . . ymi = x^'rj,,a 
(19) 

yim = ^^" Vlm, • • . ymm = ^^"* ^mm , 

worin die ^ Potenzreihen von x sind oder ganze Funktio- 
nen von loga:^, welche Potenzreiheii von x zu Coefficienten 
haben, und sind sämmtliche in der i^^ Kolonne (d. h. in 
den Elementen y,i , . . . yim) enthaltenen Potenzreihen durch 
x^* theilbar, so genügen 

yi Vm 

<*i •— j * » » ^m — — 



einem Differentialgleichungensystcra, dessen zur singulären 
Stelle X = gehöriges Fundamentalsystem, wenn man 
es in der Form (19) schreibt, die Eigenschaft hat, dass in 
jeder Kolonne mindestens ein ri steht, welches nicht durch 
X theilbar ist. Wir wollen ein Fundamentalsystem von 
der letzteren Art vorübergehend als reducirt bezeichnen 
und auch das zugehörige Diflerentialgleichungensystem an 
der singulären Stelle x ==- reducirt nennen. DieUeber- 
tragung auf totale Differentialgleichungen Systeme mit zwei 
unabhängigen Veränderlichen ist leicht. Da jedes System 
leicht in ein reducirtes überzuführen ist, so setzen wir die 
Systeme, deren Kegularitätsbedingüngen wir aufsuchen 
wollen , an dem betreffenden singulären Gebilde als redu- 
cirt voraus. Wir können dies um so mehr, als das Sy- 
stem (11), auf welches unser System (10) zurückgeführt 
wird, wirklich reducii't ist, denn wenn man das Funda- 
mentalsystem von (10) in der Form 
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schreibt , wo fo , Ci > h nicht durch g? theilbar sind , so ist 
dasjenige von (11) 

man sieht, dass dasselbe reducirt ist. 

§3. 

Bedingungen der Regularität für Systeme von DifTerential- 
gleichungen mit einer unabhängigen und zwei abhängigen 

Veränderlichen 0- 

Ist z/ die Determinante eines Fundamentalsystems des 
Systems der Differentialgleichungen 

-,-- = anyi + ai2y2 

so ist 

riloffz/ 
— °— = aii + a22. (2) 

Ist an der singulären Stelle x = ein reguläres Funda- 
mentalsystem vorhanden, so ist 

x{an+a22) = 5ß(^) (3) 

in eine Potenzreihe von x entwickelbar. Dem Plane ge- 
mäss , welchen wir vorhin aufgestellt haben , nehmen wir 
an, das System 

. / (4) 

^^^^ Ix "^ ^21,Vl + ^22y2, 



1) Vgl. Sau vage, Ann. de Vt^c norm. 1880. 
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dessen Coefficienten Potenzreihen von x sind, sei an der 
singulären Stelle a; = regulär und reducirt, und "wir 
suclien die Bedingungen, welchen dann die Coefficienten 
genügen. Die Formel (3) auf das System (4) angewandt, 
ergiebt 

(5) A22 = 0, mod. x^\ 

Das zum singulären Punkte o; = gehörige Fundamen- 
talsystem kann nach § 2 auf eine der folgenden Formen 
gebracht werden: erstens 

yu = oc^^rixi, y2i = x^ii^2i 

(6) r r 

WO die ri Potenzreihen von x imd ri und ^2 von einander 
verschieden oder einander gleich sind; zweitens 

,„. yn = ^ni y y'2i = x^n^ 

(7) 

t/12 = x'''rii-{'X^riilogx, y22 = ä;*"'i?2 + a;*'^2loga;, 

wo r — r' = e eine positive ganze Zahl oder Null ist und 
die fi Potenzreihen bedeuten. Man erhält, wenn man 

yi = o^-riij «/2 = x''ri2 

setzt, für 1^1 , ri2 die Differentialgleichungen 

00 --^ = {Än—r)rii'\-Ai2V2 

(8) 7^ 

^''+^-^ — Ä2irii + (A22—rx^)ri2, 

und daraus folgt, dass im ersten Falle die Congruenz 

(9) -^21^1 + -^22 ^2 = 0, mod. x^' 

sowohl für 1^1 = 1^11 , 1^2 = ^21 als auch für r^i = ?2i2 , 
Vi = ^22 befriedigt wird. Da i^n und 1^12 nicht gleichzei- 
tig durch X theilbar sind, so folgt hieraus 

-4.21 = 0, mod. x^. 

Im ersten Falle bestehen mithin die Congruenzen 

(10) * A21 = 0, -422 = 0, mod. x^. 
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Im zweiten Falle genügen i^i , 1^2 den Gleichungen (8), lyj, 
1/2 den Grleichungen 

x^-^^ -^ = A21 rii + {Ä22—r'x^) V2 — ^*+'^2 ; 

hieraus folgt die Congruenz 

-4211^1 + ^22^2 = 0, mod. x^\ (12) 

Da entweder 1^1 oder ri{ nicht durch x theilbar ist, so folgt 
entweder aus (9) oder aus (12), class 

-^21 — 0, mod. x^' 

ist. Hiermit ist die allgemeine Gültigkeit der Congruen- 
zen (10) bewiesen. 

Ist das System der Differentialgleichungen (1) an der 
singülären Stelle ic = regulär und reducirt, so bestehen die 
Bedingungen 

J.21 = 0, ^22 ^ 0, mod. xK (10) 

Wir suchen nun weiter die Bedingungen dafür, dass 
das System 

x^-^^ -p- = Anyi + Ai2y2 

7 (13) 

dessen Coefficienten A Potenzreihen von x sind, an der 
singülären Stelle x = regulär und reducirt ist. Aus 
Formel (3) folgt 

An-\-A22 = 0, mod. x^. (14) 

Setzt man 

yi = x'Vi, y2 = x''ri2, 
so liefern die Differentialgleichungen 
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(16) 



die Congruenz 

A21 , A22 

und aus dieser folgt 

An A12 



rx^ 



= , mod. x^^ 



(17) 



A^i A 



21 -«^22 



= , mod. a?*. 



Das Fundameutalsystem von (13) hat eine der beiden For- 
men (6), (7), die wir wieder als ersten und zweiten Fall 
bezeichnen. Wir wollen zeigen, dass die Congruenz 

An = j mod. X 
die andere 

Ai2 = 0, mod. X 

nach sich zieht. Im ersten Falle folgt dies sofort aus 

(18; ^11^1+^0^2 = 0, mod. x^, 

da entweder 1^21 oder 1^22 nicht durch x theilbar ist. Im 
zweiten Falle genügen ^1, 1^2 den Differentialgleichungen 



(19) 



rrW^ = (An — r'x^)vi + ^i2vi—^''^'Vi 

CvX 

^h^i . J2 ^ ^^^ ^/ ^ (^22 _ r'x^^) Yii — x^+' ri2 ; 



da rii und 1^2 nicht gleichzeitig durch x theilbar sind, so 
folgt das zu Beweisende entweder aus (18) oder aus 

-4iiVi + -^«2^2 — 0, mod. x^\ 

Ist An durch x theilbar, so ist es wegen der Beziehung 
(13) auch -^22 lind umgekehrt. Wir können somit annehmen, 
dass keiner da^ Coefficienten A durch x theilbar ist. 

Man kann demnach zwei ganze Funktionen (h — 1)^^ 
Grades (oder auch Potenzreihen) A, /w,, von denen keine 
durch X theilbar ist, so bestimmen, dass 

^An — ^Ai2 = 0, mod. x^' 

ist, und daraus folgt mit Rücksicht auf (17) 
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I1A21 — XA22 = 0, mod. x^. 

Wir definiren demgemäss zwei Potenzreihen Ai , A2 durch 
die Gleichungen 

^Au — IA12 = x'^Ai 

ft^21 — ^A22 = X^' A2. 

Durch die Substitution 



(21) 



^1 = yi, ^2 = — -^ — (^^) 



geht das System (13) über in 



^ l[x ~ ^^^^^ ^ ^12^2 

a?*+^ -v~ = J?21 ^1 + -522 ^2 
ax 



(23) 



mit den Coefficienten 



^JBii = Ai 

flBi2 = A12 

(iB^, = A^, + M2 + ^(f»^^--^^) (24) 

Da die Regularität des Systems (13) diejenige von (23) 
nach sich zieht, so ist infolge der Formel (3) 

IJ22 = 0, mod. x^', (25a) 

Setzt man 

so ist l\ = 7^1 und ^2 wie ^^2 eine Potenzreihe von x oder 
eine lineare Funktion von \ogx^ welche Potenzreihen von 
X zu Coefficienten hat. Aehnlich wie o])en bei dem Sy- 
stem (4) beweist man, dass 

^21 = 0, mod. x^' (25b) 

ist, gleichviel ob ^2 durch x thoilbar ist oder nicht. Die 
Congruenz (26a) ergiebt 
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(26a) AJ.i2 + f*-422 — 0, mod. x^; 

da 

[l{kÄii'\'llÄ2i) — X{XAi2'^(lÄ22) = X^ {XÄi -]- IIÄ2) 

und /i nicht durch x theilbar ist, so ist auch 
(26b) kÄii-{-fiA2i = 0, mod. x^. 

Aus (25b) folgt schliesslich 

(27) lAi-\-iiA2 = x(k-J- — (^-f-jj ^^d. x^. 

Die nothwendige Bedingung dafür, dass das System (13), 
dessen Coeffidenten A Fotenzreihen von x sind, an der sin- 
gülären Stelle x = regtilär und reducirt ist, besteht in dem 
Vorhandensein £tveier ganzen Funktionen A, fi von solcher 
Beschaffenheit, dass die durch die Gleichungen 



(28a) 



(28b) 



^Aii — kAi2 = x^'Ai 
flA2i — kA22 = x^'A2 

kAu-j-^A2\ = x^'Ni 

A^12 + iti^22 = ^''-^2 

KAi + ^^2 = ft^i — A-% 
(28c) ^^ , /^ d^i dl\ 

definirten Grössen ^1, A2; Ni^ N2] N in Fotenisreihen von 
X entwicJcelbar sind. Die Substitution 

(^^) ^1 = yi , ^2 = -^ 

führt das System (13) aber in die kanonische Form 

d/S] 



X 



dx 



- = Pii^i + Pi2^2 



X-^-~ = P21^1+P22^2 



mit den Coeffidenten 



§ 3. 27 

iiP2l = N, ftP22 = N2 + X^-hil, ^^^^ 

SO dass das System (13) unter den angegebenen Bedingungen 
auch wirklich regulär ist *). 

Setzt man in den Formeln (28) zuerst 

X = All, ii = Äi2, 
sodann 

X =» -421, ^ = -^22, 

so erhält man die Begularitätsbedingungen in der Form 

All + -^22 = , mod. x^' 
dAn dAi2 ä dA22 . dAii 

A A 1 -^13 ~j Aii—j— -^21—, -^22 ,_ ,^^. 

AnAi2 _ Ä+i___^? ^= h+i ^^ ^ (31) 



-4.21^ 



21^22 



^12 ^21 

mod. x^^. 



Dass die beiden letzten Ausdrücke auch wirklich einander 
congruent sind, findet man durch Differentation der Con- 
gruenz (14). Aus unseren seitherigen Untersuchungen 
nehmen wir noch den Satz heraus : 

Jedes reguläre System (1) hat entweder die kanonische 



1) Aus der Congruenz (16) folgt mit Rücksicht auf (14), dass die 
Congruenz (17) auch mod. a;''+i gültig ist ; man kann also zwei ganze 
Funktionen A, gA vom 7i^en Grade so bestimmen, dass 

^ " '' } mod. xh-\-\ 

ist. Aendert man hiernach die Bedeutung von A, /a sowie auch die von 
A^ , A^ und ^ ab , so kann man die Gleichungen (28a) und (28c) er- 
setzen durch 

Mit Rücksicht auf die später zu behandelnden Differentialgleichungen- 
systeme wollen wir die oben angegebene Form der Regularitätsbedin- 
gungen beibehalten. 
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Form (29) oder kann durch zwei nach einander angewandte 
Substitutionen^ die erste von der Form 

(32) 01 = (xf^iyi^ 02 = oi^tyi 

die zweite von der Form (22) in die kanonische Form (29) 
übergeführt werden. 

Die erste Substitution dient dazu, um das vorgelegte 
System, falls es nicht bereits reducirt ist, auf die reducirte 
Form zu bringen ; die Exponenten pi , (>2 sind ganze Zah- 
len oder Null. * 

Da das reguläre reducirte System (13), wenn man 
darin «/i , «/^ durch zi , Z2 ersetzt , durch eine Substitution 
von der Form (32) übergeht in 

dyi _ Aii — Qix^' Ai 2 __ 

dx~ ~ x^+' ^^"^V-^+M-i y^ 

(2^) J A Ah 

dyj _ A21 A22— Q2X^ 

so sieht man, wenn man Q2 — Q\ = b setzt, dass das all- 
gemeinste reguläre (nicht mehr als reducirt vorausgesetzte) 
System von der Form 

^, _ Sti, SI12 

dx ~ rr''+^ ^' "^ x^^^-' ^' 

^^^^ f7y2 ^ J^ , % 

ist, wo keine der Potenzreihen 21 durch x theilbar ist. 
Die Sl genügen der Congruenz 

3lii + 2l22 = 0, mod. x^' 

und einer anderen, die aus der zweiten Congruenz (31) 
dadurch hervorgeht, dass man 

An Au %i + Q\x\ 2112 

A21 A22 "^^'^ 2121 , 2122 + 92^* 

ersetzt, wo qi , Q2 zwei bolicbigo der Gleichung 92 — Q] = f 
genügende ganze Ziililcn sind. 
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§4. 

Bedingungen der Regularität für Systeme von Differential- 
gleichungen mit zwei unabhängigen und zwei abhängigen 

Veränderlichen. 

Es ist nun nicht schwer, die Ergebnisse von § 3 zu 
übertragen auf Systeme von der Form 

dZ2 = («21 -8"! + «22^2) dx + (621 ^l + 022-2^2) # , 

worin die Coefficienten a und b den Integrabilitätsbedin- 
gungen genügende rationale Funktionen von ä", y mit dem 
sing-ulären Gebilde q){Xjy) = sind. Im Falle der Re- 
gularität sind 

qp (an + ^22) = W {x—a, y—h) , 

in der Umgebung der Stellen (er, h) von 9 = in Potenz- 
reiben entwickelbar. 

Zunächst sieht man, dass, ivenn das System 

^dzi = {AuZi + Ai2^2)dX'{'{BnZi + Bi2^2)dy 

(3) 
(Pk+id^2 = {^21^1 + A22 ^2) dx-i-{B2iZii- B22 ^2) dy 

dessen Coefficienten -4, B Potenzreihen von x — a, y—b sind, 
an dem singulären Gebilde (p = regidär und reducirt sein 
soll, die Bedingungen 

A21 = ü, A22 - ) 

l mod. w^ (4) 

^21 = 0, i?22 = j 

erfüllt sein müssen. 

Die Congruenzen -422 = 0, JB22 = 0, mod. 9* folgen 
aus (2), und die beiden anderen ergeben sich in ähnlicher 
Weise wie im Falle einer Veränderlichen. 

Für das System 

g)A-hi ^^j = {AiiZi + A 12 Z2) dx + {BnZi-{- B12 ^2) dy 

9)'*+'d;8'2 = {A2iJSIl-\'A22^'2)dX'{'{B2l^l']-B22^2)dy, 
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dessen Coefficienten Aj B den Integrabilitätgbedingungen 
genügende Potenzreihen sind, nehmen die Formeln (2) die 
Gestalt an : 

-4ii + A22 = ) 
(6) T> __ 1 ^^^' 9^'^- 

Setzt man 
so erhält man für gi , gg die Differentialgleichungen 



(7) 






Man beweist ähnlich wie in § 3, dass, wenn einer der 
Coefficienten 

-A21 ^22 

durch q)ff theilbar ist (g < ä), es alle sind, und dass alle 
Coefficienten 

Sil -012 

(9) 

JD2I -022 

durch q)^ theilbar sind, wenn es einer ist. Wir können 
demgemäss voraussetzen, dass eines der beiden Systeme 
(8) und (9) lauter Elemente enthält, welche nicht durch 
9 theilbar sind, während sämmtliche Elemente des anderen 
Systems möglicherweise dieselbe Potenz von (p zum Thei- 
1er haben. Aus (7) folgt, dass jede Determinante aus 
zwei Zeilen des Systems 
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^n-W"|j, Ä 



L21 



12 

dg) 
dx 



, -422 — P9* 



(10) 



B21 , -B22— 2)(p^~ 

durch 9*+* theilbar ist. Hieraus folgt, dass alle aus dem 

System 

An A12 

-^21 -422 m\ 

Bn B12 
B21 B22 

gebildeten Determinanten zweiten Grades durch 9* theil- 
bar sind. Wir können demnach zwei ganze Funktionen 
(oder auch Potenzreihen) A, [i von x — a, y — &, von welchen 
keine durch (p theilbar ist, so bestimmen, dass die durch 
die Gleichungen 

liAu — lAi2 = (p^Äi, iiBn~^Bi2 = (p^Bi 

fi-42i — AA22 = 9^-42, ^B2i — kB22 = g>''B2 

definirten Grössen -4i, ^2; -Bi, B2 in Potenzreihen ent- 
wickelbar sind. Die Substitution 

i;i = ^1, V2 = j-^— (13) 

führt das System (5) über in 

(pdvi = {GnVi + Gi2V2)dX'\-{HnVi + ni2V2)dy 

gjÄ+l clV2 = (G^ai Vi + 6r22 V2) dx + (-^21 ^i + j5*22 ^2) ^J/ ] 

die Coefficienten 6r haben die Werthe 



(iGu == ^1, (iGn = ^^1 + ^2 + 9(1^^- — 'l-^) 

ft(Ti2 = -421, f*Cr22 = lÄi2'{-ilA22-\r(p^'^^ ^ ^9'*^l"*> 

die J7 sind ähnlich gebildet. Setzt man 



(15) 
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so ist gl = J;i und ^2 ist ein Ausdruck von derselben Form 
wie ga , d. h. für einen Werth von p eine Potenzreilie, für 
den anderen ebenfalls eine Potenzreihe oder eine lineare 
Funktion von log 9, welche Potenzreihen zu Coefficienten 
hat. Die Beziehungen {2) sind für das System (14) 

(16) 6?22 = 0, H22 = 0, mod. 9*; 

unter Beachtung, dass |i nicht für beide Werthe von p 
durch q> theilbar ist, folgt hieraus 

(17) Ö21 = 0, //,i = 0, mod. g)\ 

Unter Einsetzung der Werthe (15) gehen die Congruenzen 
(16) über in 

A-4i2 + UA22 = ) 

(18) -Tf* ^^ ^ ^^^ ^^ 

XBi2-\-(lS22 = ) 

und aus diesen folgen wiederum 

XAn + UA21 = ) 

(19) mod. g)\ 

Die Bedingungen (17) ergeben 

(20) . ^^ ^,^\ mod. ^. 



XBr + ,B.^,p{x/--i.-^) 



8y dy 

Die Bedingung dafür, dass das System (5) an dem Singu- 
lar en Gebilde 9 (^, y) = regulär und reducirt ist, besteht in 
dem Vorhandensein zweier nicht durch <p theilbarer ganzer 
Funktionen A, ft von solcher Beschaffenheit, dass die durch 
die Gleichungen 

liAn'—XAi2 = (p^^u (1B11 — XB12 = (p^'Bi 
I1A21 — XA22 = (p^^2j iiBii- XB22 = (f^'B^ 

XAii + ^A2i = 9'ii, XBu + iiBzi = (p^'Mi 
AJ12 + M22 = 9^/2, XB12 \-^B2i = q>'^^2 
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dfi 



dk 



KAx-^-ilA^ = jiiZi— AX2 = q>^L'\-q)(k-^ — ii—^ 



kBi + (iB2 = iiMi—XM2= 9'-M+9)(A-|^-ft|^) 



(21c) 



dy "^ dy 



definirten Grössen ebenfalls Potenzreihen sind. Dann geht 
das System (5) durch die Substitution 



Vi = Zi, V2 = 

Über in die kanonische Form 



kZi + 1102 



(13) 



(pdvi = iPnVi-\-Pi2V2)dx+(QiiVi + Qi2V2)dy 

(pdV2 = (P2lVl'-\-P22V2)dX'{-(Q2lVi'{'Q22V2)dy 

mit den Coefficienten 

^Pii = Ai, (1P12 = A12 

(1P21 = 



(22) 



T D T \ ^^ l, ^9> 

L j flF22 = 'l^2+(P'£Z' — ^'^Zrl'' 



dx 



dx 



[^Qn = jB\ j 11Q12 = B12 

du, dw 



(23) 



Setzt man der Beihe nach für A, fi die Coefficienten- 
paare Au, A12] ^21, -^22; Bii, ^12; ^21, £22, so erhält 



1) In manchen Fällen kann man auch diesem Satze eine ähnliche 
Form geben wie die , welche dem entsprechenden Satze des vorherge- 
henden Paragraphen in der demselben beigefügten Anmerkung gegeben 
wurde. Aus (10) folgt mit Bücksicht auf (6) 






0, 



•^11 -^la 



= 0, mod. ^H-i; 



sollen aber alle aus den Grössen (11) gebildeten Determinanten zweiten 
Grades durch ipH-^ theilbar sein, so müssen die Congruenzen bestehen: 



"^'l^-^^-lf =^' """'^•'^ 



(». fc = 1, 2), 



die aber nicht allgemein gelten. Auf ähnliche Verhältnisse werden wir 
später wiederholt stossen. 

3 
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man die Bedingungen dafür, dass das System (5) an dem 
singulären Gebilde 9 = regulär und reducirt isty in ande- 
rer Form: es bestehen die Congruenjs^en (6), und alle Deter- 
minanten zweiten Grades aus dem System (11) sind durch 
q)^ theilbar. Ausserdem bestehen die Congruensen 

, dAn . dAn j 0^22 . . ^^21 

dx dx , . , dx dx 

=9^^ T. " ^ JT^ 



Au 


[A12 


■421 


A22 


Bn 


-B12 


.B21 


B22 



(24) ÖJBii ^ dBi2 ^ 0^22 ^ dB2i 

^ JD12 -021 

mod. qp^« 

§5. 

Bedingungen der Reguiarität für Systeme von DiflTerential- 
gleichungen mit einer unabhängigen und drei abhängigen 

Veränderlichen. 

Ist das System der Differentialgleicliungen 

dyo . , 

^ = aQoyo + aöiyi-f-ao2y2 
ax 

dyi , I 

(1) -^-- = aio2/o+ «113/1+ «122^2 

dy2 I 

— = «20^0 +«21 2/1 + 022 2/2 

ax 

an der singulären Stelle x = regulär, so ist 

(2) ÄJ («00 + «11 + «22) = 5ß(a?) 

in eine Potenzreihe von x entwickelbar. Anstatt nun mit 
dem System 

a?-^ = -4oo 2/0 + -4013/1 + ^02^2 

(3) ^~i^ "^ ^^^ ^^ "^ ^^^ ^^ ^ ^^^ ^^ 

^Ä+l_J^ _ ^20j/0 + 42iyi + 422j/2, 

ax 
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dem einfachsten nicht kanonischen System, zu beginnen, 
wenden wir uns gleich zu dem System 

^'"^' 'dx ^ ^i«y<> + ^^»yi + ^12^2 (4) 

^^^"dx ~ -^20^0 + ^21^1 + ^22^2, 

das uns als Hilfsmittel zur Untersuchung unseres Systems 
linearer partieller Differentialgleichungen besonders inter- 
essirt. Da (3) ein besonderer Fall von (4) ist, so werden 
wir die auf (3) bezüglichen Resultate aus denjenigen für 
das System (4) ableiten können. Die Coefficienten Ä des 
als regulär und reducirt vorausgesetzten Systems (4) 
sollen Potenzreihen von x sein. Setzt man 



= ix^'noj yi = x''vu y^ = ^V2, (5) 

so erhält man für rio, ^i, 1^2 die Differentialgleichungen 
^-^ = (-^00— y)i2o + -4oi^i + -4o2tj2 

^^^ -^ = Äiorio + {Aii-rx^)rii+Äi2V2 (6) 

di?2 ' 

iC*+l— - = -4201^0 + -4211^1 + (u422 — *'ä;*)ij2. 

Da jedenfalls ein Integral von der Form (5) vorhan- 
den ist, worin i^o, ^1, ^2 Potenzreihen von x sind, so hat 
man die Congruenzen 

^10l?0 + -4ll>2l + -4i2'>]2 - ) , 

_ [ mod. xK (7) 

-4.20 t^o + -A21 1^1 + ^22 ^2 = ) 

Ist eine Lösung von der Form (5), ausserdem aber 
ein logarithmisches Integral 

Vi = ^rii + ^vdogx, i = 0, 1, 2 (8) 

vorhanden, wobei r — r' = e eine ganze positive Zahl oder 

3* 
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Null ist , so genügen i^o > Vii ^2 den Gleichungen (6), r^i , 
Vit vi den Gleichungen 

dt)' 

(9) ^'-^ = Ä^ovi+{Aii-r'x^)fi{+Ai^-x''^fii 

Man sieht hieraus, dass die Congruenzen (7) auch noch 
gelten, wenn man %> ^i> ^2 durch i^i, 1^/, 1^2 ersetzt; und 
in ähnlicher Weise findet man, dass sie auch für i^o', V\\ ^2' 
bestehen, wenn y» = a;*^'i^,''+ • •• die zweite Potenz von 
logo? enthält. Bezeichnet man ein Fundamentalsystem 
von (4) mit 

af tlo ^ ^ ni j ^ ^2 

(10) ir^'floH-..., a^''»?i+..., x''fi2+... 
ar"^o'+ . .. , x^^{'+. . . , a;*"i22'+ . . . , 

wo die möglicherweise vorhandenen logarithmischen Glie- 
der nicht angeschrieben sind, so sind in dem System der 
Potenzreihen 

^0 Vi V^ 

Vo Vi V2 
ff ff ff 
Va Vi V2 

weder alle Elemente einer Zeüe noch alle Elemente einer 
Kolonne durch x theilbar, da wir das Vorhandensein eines 
reducirten Fundamentalsystems vorausgesetzt haben. Be- 
zeichnet man die aus 

Aio Au A12 

(11) A 4 Ä 

A.2Ü -A21 -A22 

gebildeten Determinanten zweiten Grades mit i?o, J2i, 2J2, 
so ist 

üo^i — -Bi^o -Bo^2 = Ä^o 
(12) i?oi?i — Äi^o -20^2 = JS2i?o } naod. x^, 

JB^Tli = R\v!q H0V2 — -Raijo 
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und daraus geht hervor, dass das Produkt aus Rq in jede 
Determinante zweiten Grades aus jedem der beiden Systeme 

no n'i vo ^2 (13) 

// // // // 

^0 Vi Vo ^2 

durch x^ theilbar ist. Sind nicht alle diese Determinanten 
durch X theilbar, so ist 

JBo = 0, JBi = 0, JB2 = 0, mod. x\ (14) 

Es sind somit alle aus dem System 

Aio An -4i2 

-^20 -^21 -4.22 



(15) 



gebildeten Determinanten zweiten Grades durch x^ theil- 
bar, falls nicht alle Determinanten aus (13) für x = 
verschwinden. Man überzeugt sich leicht, dass dies nur 
so eintreten kann, dass die Werthe der v für a; = 0, die 
wir mit s bezeichnen wollen, sämmtlich von Null verschie- 
den sind und dass 

/ff ff ff ff 

f • ^1 • ^2 = sq: s\ : S2 = Bq : Si : 62 

ist. Bezeichnet man die Anfangswerthe der Ä mit a, so 
folgt, falls r und r' von einander verschieden sind, aus 
den Gleichungen (6) und (9) 

(aoo — y)«o + 001^1 + «02^2 = 
(aoo — /) ^0 + aoi si + ao2 «2' = ; 

schreibt man die zweite Gleichung in der Form 

(«00 — »"') «0 + «Ol «1 + «02 «2 = 
und zählt die erste davon ab, so findet man 

(r-rO^o = 0, 

was mit früher Gefundenem im Widerspruch steht. Ea 
bleibt nur noch der Fall zu prüfen, wo die drei Exponent 
ten y, r', r" zusammenfallen. Dann ist entweder a) neben 
dem Integral y,- =» x^'v^ ein Integral von der Form 
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Vi = ir»'(i?;4-i?.logiz:) 

vorhanden, oder b) es existirt eine Lösung y, = ^'^», 
worin die drei Potenzreihen «yo , ^i > ^2 drei willkürliche 
Constante enthalten. Im Falle a) ergiebt sich aus der 
ersten Gleichung (6) und der ersten Gleichung (9), in 
welch letzterer r' = r und e == zu setzen ist, 

(«00 0*0 + »01^1 +«02^2 = 

(«00 — 0*0 + «01*1 + 002^2 = *0; 

die letzte Gleichung geht, wenn sq = Icsq gesetzt wird, 
über in 

(flfoo — *• — Ä) ao -f" ^1 *i "f* ^02 *2 = 
oder in 

(aoo — >" -- Ä) f + «Ol f 1 + ök)2 «2 = 

und ist somit mit der ersten Gleichung nicht vereinbar. 
Im Falle b) kann das drei willkürliche Constanten C®, C, 
0" enthaltende Integral in der Form 

geschrieben werden ; da wie oben «o : «1 : «2 = «a : «1' : «2' ist, 
so kann man C, C" den Gleichungen 

C'«;. + C'^i' = (i = 0,l,2) 

gemäss bestimmen; setzt man ausserdem C®= 0, so er- 
hält man eine Lösung von der Form 

die nicht zum Exponenten r gehört, wodurch wir auf 
einen bereits erledigten Fall zurückgeführt sind. 

Es ist hiermit allgemein nachgewiesen, dass alle aus 
dem System (11) gebildeten Determinanten zweiten Gra- 
des durch x^ theilbar sind. Wir können annehmen, dass 
nicht alle Elemente einer, z. B. der ersten Zeile durch x 
theilbar sind, und weiter, da das Differentialgleichungen- 
system als reducirt vorausgesetzt ist, dass nicht zwei der 
drei Potenzreihen -4io, -4ii, A12 durch x theilbar sind. 
Man kann daher zwei ganze Funktionen oder Potenzreihen 
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X, X, fi, von denen höchstens eine durch x theilbar ist, so 
bestimmen, dass 

(iAn—XAi2 = 0, xAi2—[iAio = 0, A^io— jc^h = | mod. ,^^. 

I1A21 XA^ = 0, Xil22— f*-^20 = 0, kA2Q — XA21 = ) 



ay 



ist. Wir führen demgemäss die Bezeichnung ein: 

(iAn—kAi2 = x^Aij xAi2—iiAio = x^Ai, IAiq — xAn = x^Ai ^^_ 

(17) 
(1A21 — A J.22 = x^A2 , XA22 — lJi'A2o = x^A2 , A J.20 — XA21 = x^A2, 

wo Ai, A2; Aij A2] A'i, A2 in Potenzreihen von x ent- • 
wickelbar sind. 

Da A und fi nicht gleichzeitig durch x theilbar sein 
können, so nehmen wir beispielsweise an, dass ft nicht 
durch X theilbar ist. Die Substitution 

^0 = yo, ^1 = yi, ^2 = -^^ (lö) 

X 

führt alsdann das System (4) über in 

X — — = Croo^o "}" ^01 ^1 + G-02 ^2 

x-j- = 0x0^0+ Gn£ii+Gi2isf2 (19) 



Ä)*+^-^ = 6r20^0+tr21^i + 6r22^2; 

mit den Coefficienten 

— liGoo==xAo2 — |x-4oo, (iGoi=fiAoi — A-4o2, (iGo2 = x^Aq2 
— ^6?io = ^i , iiGii = Ai , (iGi2 = Ai2 

—(1G20 = X {xAo2—(iAoo) + XAi + /t-42 -\-x(x^—ii — j (20) 
f*Cr2i = « (^-4oi — A-4o2) + A-4i + f*-42 + x(lj- — /x — j 

^G^ = xx^Ao2 + Aili2 + iiA22 + aj*+^ 3^ — hoc^fi, 

dx 

s 

Da II als nicht durch ä; theilbar angenommen wurde, 
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so sind sämmtliche Grössen B Potenzreihen von x. t)aa 
«-System geht, wenn man 

(21) eo = ai'to, «i == «'gi, ea = «»■& 
setzt, über in 

« -|^ = (öoo- r) &,+ Goi gl + Go, & 

(22) x^= Gioto + (Gn-r) ?, + öufe 

Aus Formel (2) folgt 

(23) Gsa = 0, mod. a?*. 

Für jede Lösung von der Form (21), in welcher goj Sij tt 
Potenzreihen sind, ist hiernach 

(24) Gsoto+Gaiti = 0, mod. a;». 
Besitzt das «'-System das Fundamentalsystem 

(25) afgj-f..., iC-' §{+..., «•'54+... 

worin die möglicherweise vorhandenen logarithmischen 
Glieder weggelassen sind, so gilt die Congruenz (24) auch, 
wenn man fo, gi durch gj, gl oder durch g", ga ersetzt. 
Es ist mithin 

(26) G-io = 0, Ö21 = 0, mod. a?*, 

falls nicht alle Determinanten zweiten Grades aus 

So Si 

(27) es Ö 

ei' ei' • 

durch a? theilbar sind. Nun ist 

Co = ^0 , gl = ^1 , & = ^^; ; 
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wären alle Determinanten (27) durch x theilbar, so wären 
die früher mit £o? ... ^2' bezeichneten Anfangswerthe der 
tl sämmtlich von Null verschieden und es wäre 

£0 * *i ' f 2 = *o • ^1 • ^2 = *o • ^1' .* ^2 j 

was oben als unmöglich nachgewiesen wurde. Durch Ein- 
fuhrung der Werthe (20) in die Bedingungen (23) und 
(26) findet man die Congruenzen 

A^i2 + ft-4.22 = 0, mod. a?* 



h, 



und daraus ergeben sich leicht noch die beiden anderen 

lAii'\-iiÄ2i = 0, mod. x^ 

x{XAoo-kAoi) + ^ä[' + (iA^' + x(^X~—x~^^ = 0, 

mod. x^. 

Ist das System der Differentialgleichungen (4), dessen 
Coefficienien A Potenzreihen i)on x sindy an der singülären 
Stelle rc == regulär und reducirt , so giebt es drei ganze 
Funktionen x, A, ft von solcher Beschaffenheit^ dass die 
Grössen 

Ai, ^2; A[, AI,; A[', Al^] Ni, N2i N, JV', N", 
welche durch die Gleichungen 
fiAii—XAi2 = x^Aij xAi2—iiAio ^ x^Aij A^io— J«-4n «= ic^-Ai' 

ilA2l—XA^ = X^A2, «-422— M20 = a?M2, A^20— X-421 = ÄJlii' 

XAio + [1A20 = x^'No 

lAw + M21 = äjWi (28b) 

A-4i2 -|- ft-422 = Ä^*^2 
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XAi +M2 = 11N1—XN2 = x^N —x(fiAoi—XAQ2)'\-xfx-J^~iJL — j 
(28c) IA[ +(iA^ = xN2—(iNo = x'^W —n{HA^—iiA^)+x(a^ —h^^ 

Aili'+ft^^' = kNQ—7iNi^xm''—x{XA^—7iAQi)'\'x(K^—X^ 

definirt werden, in Fotenisreihen von x entwickelbar sind. 
Sind diese Bedingungen erfüllt ^ so geht das System durch 
eine der leiden Substitutionen 

(dO) ^0 = yo, ^1 = -^ > ^2 = 2/2 

i» die kanonische Form über. 

Und zwar wird das System, wenn (i nicht durch x 
theilbar ist, durch die erste Substitution übergeführt in 

(31) ^ -^ = P'^^O + Pll^l + Pl2^2 

X-j^ = P20^0 + P21^1+P22^2, 

WO die Coefficienten die Werthe haben: 

ftPoo = —(«-402— ft-4oo), (tPoi = ft-4oi— A-4o2, ftPo2 = Ä;*^o2 
(32) iiPio = —-41 , (iPn = Ai , f*Pi2 = -4j2 

ftP20 == — J?^' , ftP21 == N , ftP22 = xAq2 

du, 

+ ^2 + i»^— V. 

Setzt man in den Formeln (28) zuerst 

X = -4.10, A = -4ii, /* = ili2, 
sodann 

X == -420, A = -421, ;* = -42i, 

so erhält man die Bedingungen dafür ^ dass das System (4) 
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an der singulären Stelle x = regulär und reducirt ist^ in 
folgender Form: es ist 

-4ii + -422 = 0, mod. x^"j (33) 

bezeichnet man die Unterdeterminanten des Systems 

-4oo -4oi -4o2 Aoo Aoi A02 

AiQ An A12 mit Aio An A12 

-420 A^i A22 A20 A21 A22, 

so ist 

. . / dA\i . dAi2\ 

Aoo = x^' 1 

A12 

dA22 . dAi 



= x^ 



^20 A,o + X [A2, -— - ^22 -^— ; 



^21 

dAn . dA] 



A,,K^y + x(A,,-^--A,,-^) 

Aoi = x*" 



A 



12 



= x^ 



-420 All + X ( -422 —n -420 -^) 



L21 

d.4io . dA\ 



A02 S ÄJ* 



A12 

dA^i , dAi 



= X^' 



AK \ ( A "-^21 . a-A20\ 

-420 A12 + X ^^20 -^^ -421 -^— ] 



-421 

mod. a?2\ 



44 § 6. 

§6. 

Bedingungen der Regularität für Systeme von Differential- 
gleichungen mit zwei unabhängigen und drei abhängigen 

Veränderlichen. 

Das System der Differentialgleichungen 

(pd^Q = {Äoo0o+'^oi^i+ÄQ2^2)dx+{Boo^o+Soi^i+Bo2^2)dy 
{l)(p^+^d0i = {AiQ£;o+Än^i+Ai222)dx+{Bio0o+Bn0i+Bi2ß2)dy 

9*+^df^2 = iÄ2O0o+A210l+A2202)dX+{B2O0Q+B2lJSi + B22fSl2)dyj 

dessen Coefficienten Aj B in der Umgebung der Stellen 
(a, 6) des singulären Gebildes g? (x, y) = in Potenzreihen 
entwickelbar sind und den Integrabilitätsbedingungen ge- 
nügen, sei an dem singulären Gebilde (p{x,y) = regu- 
lär und reducirt. Zunächst ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung jedenfalls ein Integral 

(2) ^0 = 9^go, -s-i = ^Pgi, 02 = q)H2 

vorhanden, worin & ? 5i > £2 Potenzreihen sind, welche nicht 
sämmtlich durch 9 theilbar sind. Für ?o, ?ij fe erhält 
man die Differentialgleichungen 

^~dx "^ (^00— i>-^) So +^01 gl +-402^2 



(3) 



<pH-i 1^ = A20 So + ^21 gl + (^22 -i>9>' -|^) g2 



9>^ = (Boo-p-^)go+-Boigi + :Bo2e2 
g,Ä+i 1^ = Bio fo + (^11 -i^9>' ^) Si + 5l2 §2 

^M-l ^ = :B20 §0 + ^21 gl + {B22-P9>' ^) & 

und aus diesen die Congruenzen 
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^logb+^ngi+^iafe = 0, £iogo+i?ngi+i^i2§2 = ) mod. 

^20g0+^2lgl+^22g2 = 0, J?20g0+ J?2lgl+522g2 = j 9*- 

Sind nicht drei Integrale von der Form (2) vorhanden, 
so existirt neben (2) noch die Lösung 

^, = (jpp'g; + y p g,log9 (i = 0, 1, 2) , (B) 

worin gi, 5i, ^2 Potenzreihen sind, welche nicht sämmtlich 
durch <p theilbar sind, während p — p' = e eine ganze 
positive Zahl oder Null ist. Für go , 5i , ^2 erhält man die 
Differentialgleichungen 



und ähnliche, woraus hervorgeht, dass die Congruenzen (4) 
auch gelten, wenn man go, 5i> & durch gj, gi, gi ersetzt; 
sie gelten auch für g{)', gl', g^', wenn ^.- = <p^'Ü'+ - • • 
(i=0, 1, 2) das Quadrat von logg? enthält. Bezeichnet 
man ein Fundamentalsystem von (1) mit 

(p^ go j (p^ ti , 9^ g2 

<gi+..., ip^'gl+..., 9)^'g4+... (7) 

<gi' + ..., <gr+..., <g^'+..., 

wo an Stelle der Punkte möglicherweise, aber nicht noth- 
wendig Glieder mit logg? stehen, so sind weder alle g in 
einer Reihe noch alle g in einer Kolonne durch <p theilbar, 
da das System als reducirt vorausgesetzt ist. Bezeichnet 
man die Determinanten zweiten Grades, welche aus zwei 
Zeilen des Systems 



(8) 



Ä]0 


An 


An 


Ä^o 


^21 


^22 


■Bio 


Bn 


JB\2 


S20 


Sil 


J522 



tO) Sl 


&} & 


ioi ti 


So 7 ^2 


&, ü' 


&', g^' 
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gebildet sind, mit Bo, Ri, JS2 , so ist nach (4) 

-Rofi — Hi^, -R0S2 = -^2 50 \ 
(9) 2?oft = Äigi, üoÖ s i?2go [ mod. 9^ 

und daraus folgt, dass das Produkt aus Ro in jede Deter- 
minante zweiten Grades jedes der beiden Systeme. 



(10) 



durch q>^ theilbar ist. Sind nicht alle Determinanten zwei- 
ten Grades aus (10) durch <p theilbar, so ist hiernach 

(11) JSo = 0, mod. (p\ 
und weiter folgt aus (9) 

(12) i?i = 0, i?2 = 0, mod. (p\ 

Es sind also alle aus dem System (8) gebildeten De- 
terminanten zweiten Grades durch 9* theilbar. — Es ist 
jetzt noch zu untersuchen, ob unter den gemachten Vor- 
aussetzungen alle aus (10) gebildeten Determinanten zwei- 
ten Grades durch 9 theilbar sein können. Wäre dies der 
Fall, so würden, wenn man 

(13) X = a + a't, y = h'\-Vt 

setzt, wo (a, V) eine beliebige Nullstelle von (p und a', V 
beliebige Grössen sind, alle aus (10) gebildeten Determi- 
nanten zweiten Grades für ^ = verschwinden; das ist 
aber nicht möglich, da ^e^oy ^i^ ^2 als Funktionen von t 
angesehen einem Differentialgleichungensystem von der 
Form (4) des vorigen Paragraphen genügen. Man kann 
demnach drei ganze Funktionen oder Potenzreihen von 
X, A, ft, von welchen keine zwei durch 9 theilbar sind, so 
bestimmen, dass die durch die Gleichungen 

^-4.1 — A-4^2 = <p^A{j XÄ42 — iiÄio = q>^Äi, XÄ^a — x-4,i = qj^Äi' 
(14) 



über in 



(16) 
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definirten Grössen A^, Ai, Ai' ] J?., J5;, Bi' (i = 1, 2) in 
Potenzreihen entwickelbar sind. Wir nehmen an, fi sei 
nicht durch q> theilbar und führen das System (1) durch 
die Substitution 

vo = js;o, Vi = ßx, t?2 = ' — r- ^ (15) 

9)-^ — = 0^00^0+ 6^01^1+ Cro2V2, 
9-^— = //00t^0 + -S0lt^l+ -002^2 

9-Q^ = öiot^o+öni;i+6ri2t;2, 
9-^ = H\QV(i-]rHnVi + HnV2 

9^^^ -^ = S2QVq-\-H2\Vi'\-II^V2] 

die Coefficienten G haben die Werthe 

—[iGio = Ai , ftöii=^i , i*G^i2=^i2 

— ^G^20 = Ä (xilo2— (i^oo) + A^i + M2 + 9> r« ö^"** ö") 

|xGr2i = x((iAoi—kAo2) + ^-^1 +M2 + V (jig A ^j 

da dw 

die fl sind in ähnlicher Weise wie die G gebildet. Die 
neuen Coefficienten G und H sind unter der Voraussetzung, 
dass [i nicht durch 9 theilbar ist, in Potenzreihen ent- 
wickelbar. 

Das i;-System geht, wenn man 

vo = 9P1J0, Vi =^ y'^fli» t;2 = 9^q2 (18) 
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setzt, wobei 

^0 = toj ^i = gl, V2 = 1 



y* 



ist, über in 

q>^ = Giorio+ (^Gn —p -^^J rji + Gu i?2 

(19) ^ ^ 

* 9^*^^ ^ = -^20 1?0 + ^21 1?1 + ^-0^22 — JP9>*-^) ^2. 

Da 

(20) (?22 = 0, jff22 = 0, mod. 9* 

sein muss, so bestehen hiernach die Congruenzen 

(21) _ I mod. (p\ 
und aus diesen folgt 

^20 = 0, (?21 = ) ^ ^ 

(22) mod. w\ 
^ ^ ITgo = 0, jy2i = ) ^^ 

falls nicht alle aus 

^0, Vi 

(23) 126, i?i 

gebildeten Determinanten durch (p theilbar sind, wenn 
Vj v', ri" eine entsprechende Bedeutung haben wie vorhin 
5 , g', g". Dass nicht alle Determinanten aus (23) durch q> 
theilbar sein können, ergiebt sich, indem man x und y 
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durch eine einzige Veränderliche t ausdrückt, aus dem 
vorigen Paragraphen. 

Setzt man in die Bedingungen (20) und (22) die Werthe 
(17) ein, so gelangt man zu dem Satze; 

Ist das System der Differentialgleichungen (1) an dem 
singulären Gebilde ^ = regulär und redudrt^ so existiren 
drei Poten/sireihen x, A, (i von solcher Beschaffenheit, dass alle 
durch die Gleichungen 

(2oa) 

(iBn—kBi2 = q>^Bi, xB^^iiBio = 9*Bi, IBw—kBh = (p^B[' 

^£21— AJB22 = 9)*J?2, xB22—iiB2o = q>^B!i, XB2o—xB2i = (p^B!i' 

^^ «. 

lÄu-]- (lÄzi = (f^Li, XBii-\-nB2i = q/'Mt (24) 
kÄj2-\-fiA22 = <p*L2, lBja-\-fiB2i = if^Mi 

XAi-^-iiAz == j»ii — XLi 

kA{ -)- nA^ = XZ2 — /tio 
== <f^L'— X (x^02 — Moo) + 9" (f* -^ — * -^) (25a) 

= V-^"— * (^^ — »«^oi) + 9 (x ^ — A ~) 

= 9»Jlf - X (pBoi - ASo2) + 9» (^ -^- - *» 1^) 

= 9)*Jlf '- X (x5o2 - /t^oo) + 9> (;* |- — X -|^) (26b) 

A5i'+^B^'= AlTo— xJfi 

= 9»Jlf_x(A5oo-x5oi) + 9(x|--A-|-) 

4 
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definirtm Orössm Potenjsreihen sind. Sind diese Bedingungen 
erfülUj so geht das System durch eine der beiden Substitutionen 

(26) vo = jsfoj Vi = jsfij t?2 = — r-^-^-— 

(J/; Vo = ^0, Vi = , V2 = 



— ^2 



in die kanonische Form über. 



Und zwar erhält man, wenn fi nicht durch g> theilbar 
ist, durch die erste Substitution das kanonische System 

(pdvo — (PooVo'\-PoiVi-i-Po2V2)dX'j-{QooVo-\-QoiVi'-\-Q(xiV2)dy 

(28) q>dvi = {Piovo-\-PnVi'\'P^V2)dx-^{QioVo+QiiVi'\'Qi2V2)dff 

(pdv2 = {P20V0+P21V1+P22V2) dx+{Q2oVo'{'Q2iVi'\-Q22V2)dy 

mit den Coefficienten 

^PoO = 7CÄo2—llÄoo, (iPoi = ^Äoi—2.Ä02 , llPo2 = q>^Äo2 



— ^Pio = Ä[ 


, (iPn = Äi 


, ^Pl2 = -4i2 


~llP20 = L' 


, I1P21 = L 


, ftP22 == 7CÄ(y2 


(29) 




+^+-1-4:" 



— fl-öoo = 9cBo2 — f*-BoO j i^^Qo! = f*^01 — ^^02 , (lQo2 = 9*^02 

— f^öio = Bi , f^öii = Bi , ftCi2 = ^12 

—I1Q2O = If' , ;i^21 = M , ftQ22 = xBo2 

Setzt man in den gefundenen Regularitätsbedingungen 
für X, A, ft der Reihe nach die Werthsysteme 

-4io, ^11, ^12 

-^20 j ^21 ; -^22 

(13) 

^10 > Bii, Bjz 

S20, B21, B22) 
80 findet man die nothwendigen Bedingungen dafür, dass 
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das System (1) an dem singülären Gehüde 9 = regulär 
und reducirt ist^ in der Form: es ist 

^ mod. 9*, (30) 

Bu + ^22 = j 

aUe aus dem System (13) gebildeten Determinanten zweiten 
Grades sind durch 9* theObar. Se^feichnet man die Unter» 
determinanten der Systeme 

Äoo -4-01 Ä(32 JBoO ^01 ^02 

Alo All Ai2 und Bio -Bu ^12 
A20 A21 A22 -Bao -^21 JB22 



mit 



so ist 



Aoo Aoi A02 Boo Boi B02 

Aio All A12 und Bio Bu B12 
A20 A21 A22 B20 B21 B22, 

AioA^+g>[A^-^-An-g^) 
Aoo ^ 9>* j^ 

öJ.22 ^ dAi 



= cp* 



^20 Aio + q> (A21 ^ -A^ -g^) 



An 



^loBao + 9 (:Bi2-^ -5u -^-^^ 

Boo = qr ^ — 

JD12 

-B20B10 + 9 (^21 -~ — -Baa ~^J 
= 9* 15 ; 

x>21 

mod. 9^. 
^eftnZic^e Congruenzen bestehen für Aoi, Aoa; Boi, Boa« 
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§7. 
iar niiiiiiiilil fir tmmr Systaa ÜMarer 



Das in § 2 näher beschriebene System 

^ dz* ^^^ dx^ dy 

d^js de ^ dz 

geht unter der Yoranssetznng der Regnlarität an dem sin- 
gnlaren Gebilde ^{x^y) = 0, wenn man 

e dz dz 

(2) ^o=-, ^x = ^, ^=^ 

setzt, über in ein System totaler linearer Differential- 
gleichungen, wie wir es im vorigen Paragraphen behan- 
delt haben. Dessen Coefficienten, die früher mit 

jIoo -^1 -4o2 jBoo -Boi J?02 
-4io -4-11 -4-12 ^10 Ti\\ -Si2 

-Aao -^21 -^22 jB20 -B2I -B22 

bezeichnet waren, haben jetzt die Werthe 

_|^ 1 -^ 1 

ax dy 

(3) 9^ Ai A2 (pBo Bi B2 

g)Bo Bi J?2 <pCo Ci C2* 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: entweder 
sind sämmtliche Grössen 

Äi Ä2 

(4) Bi B2 

C\ C2 
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durch 9 theilbar (Fall 11), oder sie sind nicht sämmtlich 
durch (p theilbar (Fall I). 

Fcdl L Sind nicht alle Grössen (4) dui'ch q> theilbar, 
so ist (wie aus den untenstehenden Bedingungen (10) und 
(11) folgt) keine derselben durch (p theilbar. Da hier « 
durch q) theilbar ist, so schreiben wir jetzt x(p an Stelle 
von X. Unter Anwendung dieser veränderten Bezeichnung 
geht die erste Reihe der Formeln (23a) von § 6 über in 

aus den folgenden Formeln (23a) und (23b) geht hervor, 
dass man in (5) die Ä durch die entsprechenden B oder 
C ersetzen kann. Die Formeln (24) gehen über in 

und drei ähnliche, welche aus diesen hervorgehen, wenn 
man Ä, Bj L durch B, C^ M ersetzt. Die erste Formel 
(25a) verwandelt sich in 

(du dX \ 
A^-^^-«ftj; (7) 

aus der zweiten und dritten erhält man, da x durch xq> 
zu ersetzen ist, 

IilLq = 0, XLq = 0, mod. 9; 

da l und ft nicht gleichzeitig durch 9 theilbar sind, so 
muss L^ = 0, mod. 9 sein. Ebenso findet man M^ = 0, 
mod. 9. Wir nehmen daher eine weitere Aenderung in 
der Bezeichnung vor, indem wir L^ durch L^icp und M^ 
durch Mq^p ersetzen, so dass die erste Grleichung (6) über- 
geht in 

A^o + f*-Bo = 9*^0 ^ (8a) 

zu welcher die ähnliche Grleichung 

KB, + i^C, = •q>m, (8b) 

hinzukommt. "Wir erhalten somit die zweite und dritte 
Gleichung (25a) hier in der Form 
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^^ / dX 8x \ 

Aus den drei Grleichungen (25b) gehen drei weitere 
den Gleichungen (7) und (9) ähnliche Grleichungen hervor. 

Wir können somit den Satz aussprechen : 

Dafür^ dass das System der Differentialgleichungen (1), 
hei welchen die Coefficienten (4) nicht durch fp theiJbar sind^ 
an dem singulären Gdnlde (p (a?, y) = regulär ist^ ist noth- 
wendig und hinreichend das Vorhandensein dreier ganeer 
Funktionen x, A, /t von solcher Beschaffenheit , dass sämmt- 
liehe durch die Gleichungen 

HÄi — XA2 = q/^A , xÄ2^(iÄo = q^^^A'j XAq — xAi = g/^^^A" 

(10) ftJBi— AB2 = 9)*5, xB2—(iBo=q)^''^B', A JBo— x2?i = y^-i-B^ 

fiCi— AC2 = 9)*C, xC2— ft(7o=9>*-iO', ACo— xCi = y^-^C 

lA, + (iB, = <p*io, ^Bo + iiC, = 9)*Jlfo 
(11) lAi + iiBi = 9>*ii , ABl + f^Ci = 9>*Jfi 

lA2'\'(lB2 = 9*i2, A52 + f*C2 = q>^M2 

(du dX \ 

—7^= AJMb-xJf. = ^»Jlf "+9, (x ^-A^) 
^6/inir^en JPtmMonen in Totenereihen entwickeCbar sind. 



i 7. 55 

Wir werden künftig ein System (1), bei welchem 
keiner der Coefficienten (4) djirch q> theilbar ist und dessen 
Coefficienten den Regularitätsbedingungen (10), (11), (12) 
genügen, als System der ersten Grattang oder als System I 
bezeichnen. 

Wir setzen zunächst h>l voraus. Setzt man £i = gjpf , 
so ist aus den Differentialgleichungen für g, die bei geeig- 
neter Wahl des Exponenten p durch eine Potenzreihe be- 
friedigt werden müssen, ersichtlich, dass die durch die 
Gleichungen 

definirten Grossen 21, 85, S in Potenzreihen entwickelbar 
sind. Aus den beiden Congruenzen 

Aiii — Ä^X = \ 

ox dy ] 

ergiebt sich, da Äi und Ä2 nicht durch q> theilbar sind, 
die Beziehung 



so dass man 






setzen kann. 

Die Ausdrücke auf der linken Seite der Gleichungen 

dw dw 
(11) sind, wenn man dann A, (i durch -^ , — -^ ersetzt, 

immer noch durch g> theilbar, so dass die durch die Glei- 
chungen 



56 8 7. 

(15) A, -g-B,4» - ^„ i>.f -c, *:- = ^. 

definirten Grössen £, SR Potenzreihen sind. Ans den Glei- 
chnngen (12) geht hervor, dass anch die Gleichungen 

ay dx ^^ dy ox 

^^ dy dx ^ ' dy dx ^ 

dy dx dy dx 

Potenzreihen definiren. Weiter werden der ersten Glei- 
chung (12a) und der ersten Gleichung (12b) gemäss durch 

zwei von S, SD? verschiedene Potenzreihen gj8, ^R definirt. 
Femer bestehen noch die Grleichnngen 

(18) Aa + ft» = if^4, AS + ft(S = q^% 

ftSi — ASa = 9)»S, ftHRi— Aa»2 = 9*3» 

(19) xSa— ftSo = 9)*-' 8', x9»3— (»9»o = 9*-'äR' 

AS«— xSi = «p»-is", xa«o- Aa», = «p^-'a»". 

Im Falle h = 1 kann man 

*- ~ "dy ' ** - - ö« 

setzen, so dass die Q-leichungen (10) — (12) und die Grlei- 
chnngen (13), (15) — (19) sich decken und der Eegularitäts- 
satz eine viel einfachere Gestalt nimmt: 
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Die noühwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
das System 

d^is dz dz 

hei welchem die Coefficienten Äi, A^; JBi, B2; Ci, C2 nicht 
sämmüich durch <p theiU>ar sind^ an dem singulären Gebilde 
q> = regulär ist, besteht darin, dass alle durch die Glei- 
chungen 

d(p dtp d(p d<p 

dy dx dx ' dy ^ (23) 

definirten Grössen 

A,B,C\ Lo, Li, L2; Mo, Ml, M2; S, äW 

an den Stellen des singulären Gebildes q) = in Potenzreihen 
mtwickelbar sind. 
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Diejenigen in den Grleichungen (10), (12) und (19) ent- 
haltenen Grössen, welche mit g)*"^ multiplicirt sind, sind 
im Falle A = 1 von selbst in Potenzreihen entwickelbar. 

Fall IL Hier sind sämmtliche Grössen (4) durch q> 
theilbar; wir setzen aber voraus, dass Ao, Bo, Co nicht 
gleichzeitig durch (p theilbar sind, weil sonst h um 1 er- 
niedrigt werden könnte. Setzt man 

Äi = (pAi, Ä2 = 9A2 
(24) Bi = yBi, B2 = yBa 

Ci = yFi, c?2 = spr2, 

so ist das totale System, in welches (1) übergeht: 



g> dzQ — f ^£io + ^ijdx-^( — ^— i0^o + ^aVy 



öy , \ j , / dg> 

dy 

qjf'djsi = (-4ojero+ Aiiefi + A2ier2)(?a:+(Bo^o + Bi^i + B2^a)Äy 
q>^de2 = (Bo^o + Bi^i+B2^2)ää;+(Co^o + ri^i + r2jef2)rfy. 



Wendet man hierauf den Hauptsatz des vorigen Pa- 
ragraphen an und ändei% man die Bezeichnung insofern 
ab, dass man die in (24) eingeführten griechischen Buch- 
staben durch die entsprechenden lateinischen ersetzt, so 
erhält man den Satz : 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ^ dass 
das System 

d^0 dz dz 

• 

hei welchem Ao, Bo, Co nicht sämmüich durch q> theilbar 
sindf an dem singulären Gebilde 9 == regulär ist^ besteht 
in dem Vorhandensein dreier ganzer FunJctionen oder Potenz- 
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reihen x, A, (i von solcher Beschaffenheit , dass die durch die 
Gleichungen 

fiAi — XÄ2 == ?>*~*-4 , XA2 — (lAo = 9)*-*-4', XAo — xAi = gt^^A" 
fiBi—lB2 = 9*-^ J?, xJ?2— /*J?o = y*-ijB', XBo—xBi = gi^'^B' (27) 
^Ci — AC2 = y*-*C, xC2 — (iCo = g^-^C, XCo—xCi = g^^C 

Aw4o + f*£o = V^^^Lq, AJBo+f*Cx) = y*-*-3fo 

A^i + ftBi = 9)*-^ii, ABi + ftCi = y*-iJtfi (28) 

Ä^2 + (1B2 = 9)*-ii2 , AB2 + f*Oa = 9J*-^-Zlf2 

Ail + ^JS = ^Li— Ai2 = »*-^X -«|x+y(A ^— ft g^) 
AJL'+^B' = xL2-^Xo = y*"''^'-^^|| + »(f*^-^ §1) (29a) 

AB + ftC = 11M1—IM2 = tf^'^M + xA + y (a 1^ -ft |-) 

XBr+iiC"=kMo-xMi = q>^^M''+xk^+q,(x^—l^^ 

definirten Grössen in Fotenereihen enttmckdbar sind. 

Ein System von der Form (26), dessen Coefficienten 
den Regularitätsbedingungen (27) — (29) genügen, bezeich- 
nen wir als System der zweiten Gattung oder als Sy- 
stem n. 

Bei einem System der zweiten Gattung kann weder 

X noch A -= — |- ^ -^- durch q> theilbar sein. Denn wäre 
ox oy 

X = 0, mod. y, so müsste der Voraussetzung entgegen 

Aq = Oj Bo = 0, Co = 0, mod. y sein. Wäre 
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»warf.. ^.|:-+^.f , *i:-+&^. 0,^+ 

Ck -^— sämmtlich dnrcli ip theilbar sein ; setzt man = ^''S, 

so ersieht man ans den DifPerentialgleichnngen für t, wel- 
chen dnrch eine Potenzreihe genügt wird, dass dann auch 
Äo^ JB01 Go dnrch ^ theübar sein müssten, was nnserer 
Voranssetznng widerspricht. 

Man sieht jetzt anch, welche Stellung das im dritten 
Abschnitt der Abhandlung des Verfassers (Act. math. Bd. 12) 
behandelte reguläre System einnimmt; es ist das einfach- 
ste System der zweiten Grattung, welches dem Werthe 
Ä = 1 entspricht. Dieses specielle System zeichnet sich 
vor allen anderen dadurch aus, dass es regulär ist, ohne 
dass zwischen seinen Coefficienten weitere Bedingungen^) be- 
stehen, und dass es unmittelbar in ein kanonisches totales 
System übergeführt werden kann. 
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Zur Integration der kanonischen totalen Systeme mit einer 
unabhängigen und zwei oder drei abhängigen Veränderlichen. 

Im vorhergehenden Paragraphen wurde unsere erste 
Hauptaufgabe gelöst, welche darin bestand, bei unserem Sy- 
stem linearer partieller Differentialgleichungen die Bedingun- 
gen dafür aufzusuchen, dass sidh sämmtliche Integrale an 
einem siugulären Gebilde regulär verhalten. Die nächste Auf- 
gabe besteht darin, bei den gefundenen regulären Differen- 
tialgleichungensystemen die Form der Integrale in der Um- 
gebung der singulären Stellen genauer zu untersuchen. 

Wir beginnen mit den totalen Differentialgleichungen- 
systemen mit einer unabhängigen Veränderlichen. Da wir 
alle regulären Systeme dieser Art, auf welche wir bereits 
stiessen, zurückfuhren konnten auf kanonische Systeme 
von der Form 



1) Die Integrabilitfttsbedingungen sind ein f&r allemal als erfüllt 
vorausgesetzt. 
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ic-T-^ = -4iiyi + ... + ^i,„ym 
ax 

: (1) 

dtffn 

deren Coefficienten Ä Potenzreihen von x sind, so han- 
delt es sich zunächst um die Untersuchung der Form der 
Integrale solcher kanonischen Systeme in der Umgebung 
der singulären Stelle x = 0. Setzt man 

^^ = aa+ a'ikX + «ik ic^ -j- . . . {i,Jc = l,..,m) , (2) 

so genügen die Exponenten r der regulären Integrale der 
determinirenden Grleichung 



^(r) = 



= »). (3) 



Im zweiten Abschnitt meiner mehrfach erwähnten Ar- 
beit (Act. math. Bd. 12) habe ich die Form der Integrale 
unter der Voraussetzung angegeben, dass zwischen den 
Wurzeln ri , . . . r,« der determinirenden Gleichung keine 
von Null verschiedene ganzzahlige Differenz auftritt*). 
Unter dieser Voraussetzung gilt der Satz: 

Einem jeden einfachen Elementartheüer r — r^ der De- 
terminante J{r) entspricht eine Lösung des Systems (1) von 
der Form 

y,. = x^^^rii (i = 1, . . . m) (4) 

jedem v-fachen Elementartheüer {r — r^y entsprechen v Lösun- 
gen von der Gestalt 

y[ = x^r{i 

y[' = X^{r{i' + h7{i\0gx) 

yV' = x"-' (i?;.'' + Tcr{i' logo? + ¥r{i (loga;)«) (5) 

• •••• ..••••••• 

i/fy) = a:*^(i2(*) + Ä(r-i)logir+...+Ä^ii^;.(loga:)'^0. 



1) Vgl. die bereits angeführten Arbeiten der Herren Sauvage und 
Grünfeld und des Verfassers. 

2) Vgl. Act. math. Bd. 12. S. 138 n. 141. 
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In den Ausdrücken (4) und (6) sind sämmtUche vi Potenjs- 
reihen von x; k ist eine Constante^ die nicht verschwinden 
kann. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, in welchem 
zwischen den "Wurzeln der determinirenden Gleichung ganz- 
zahlige Differenzen vorkommen. 

Auf einem anderen Wege hat Herr Grünfeld ^) die Form 
der Integrale kanonischer Systeme untersucht ; er hat zwar 
den von mir ausgeschlossenen Fall behandelt, aber seine 
Resultate gelten nur unter der Voraussetzung, dass jeder 
ft-fachen Wurzel r^ der determinirenden Gleichung ein ft- 
facher Elementartheiler (r — r^y' der Determinante ^(r) 
entspricht, d. h. dass für keine Wurzel der determiniren- 
den Gleichung sämmtliche Unter determinanten (m — 1)*®° 
Grades von ^(r) verschwinden. Die erwähnte Voraus- 
setzung, welche man machen muss, damit die Entwickelun- 
gen des Herrn Grünfeld gelten, ist stets erfüllt bei dem 
totalen System, auf welches sich eine Fuchs'sche Differen- 
tialgleichung 

^ ^ da;*»» X dx"^^ -r*"T ^.i ^^ n" ^m ^ 

zurückführen lässt. Setzt man nämlich 



dpi ^^ ^ dp 



yi = Vi y2 = OD-y-, . . . ym = X 



m— 1 



dx ^ ' dx 



und bildet man das totale System mit den m abhängigen 
Veränderlichen yi , . . . ^m , dessen m — 1 erste Gleichungen 



dyi 



dx 



% * 



dp 



m-l 



*-^=«'- 



1) Denkschriften der Wiener Akademie, math.-nat. £1., 1868. 
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sind, 80 sind die m — 1 ersten Zeilen der Determinante ^(r) 

—r, 1,0... 0, 
0, -r, 1 . . . 0, 

0, 0, . . . -r, 1. 

Da eine der aus (7) gebildeten Determinanten (m — 1)^^ 
Grrades gleich 1 ist, so können hier für keine Wurzel der 
determinirenden Gleichung sämmtliche Unterdeterminanten 
von ^(r) verschwinden. Hierin liegt der Grund, weshalb 
bei den Integralen des Systems (1) allgemeinere Formen 
auftreten können, als bei einer Fuchs'schen Differential- 
gleichung. 

Für den Fall zweier abhängigen Veränderlichen ist 
die Form der Integrale durch den Satz gegeben: 

Das System 



x-j- — Anyi + Ai2y2 

X -^ — A%x yi + ^22^2 



(8) 



mit den Coeffkienten 

Äik = aÄ + aia;+ . . . (i, * = 1, 2) (9) 

hat die detertninirende Gleichung 

an — r, ai2 



J(r) = 



<hl , «22 — T 



= 0, (10) 



deren Wurzeln r , r" heissen mögen. Hat die Determinante 
^(r) zwei einfache Elementartheiler r — r', r — r", die auch 
übereinstimmen können^ ist aber r' — r" keine ganze Zahlj so 
ist das Fundamentalsystem von (8) von der Form 

yi = af'iji, yi = o/iji 

y[' = uTrii', yk' = ir^fli'. ^^^^ 

Ist r — r® ein zweifacher Elementartheiler von J{r), so hat 
man das Fundamentalsystem 

y[ SB af^r/i , y% = aj^i/a 

yi' = ^(i^r+ijlloga?), yi' = af*(i,i'+ijiloga:). ^^^ 
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Hahen die heiden Wurzeln der determinirenden Gleichung 
eine ganzisahlige Differenz (r — /' sei positiv)^ so hat das Fun- 
damentalsystem die Gestalt 

. y'i = ^'ni 1 y2 = x^'ri^ 

Die ri stellen iiberall Potenzreihen von x dar^ k ist eine Con- 
stantey die auch verschwinden kann. 

Wir wollen nun für ein kanonisches System mit drei 
abhängigen Veränderlichen die Form der Integrale nach 
der Methode des Herrn Grrünfeld untersuchen und dabei 
die in der angeführten Arbeit (Denkschr. d. Wiener Akad. 
1888) befindliche Lücke ausfüllen. 

Das System 

^-jT "^ -^ooyo+-4oiyi + -4o2y2 

(14) x-~ = ^ioyo + ^iiyi + ^i2y2 

dessen CoefBcienten A als Potenzreihen von x vorausge- 
setzt werden, geht, wenn man 

(15) yo = x'^rio, t/i = x^rn, ^2 = cc^'m 
setzt, über in 

^-^ ~ (-400— ^)l?0 + ^01^1 + -^02l?2 

(16) x-^ = Äiorio+{Än—r)i^i'}-Äun2 

^-J^ == ^20l20 + -42l1?l + (-422'— y)l/2. 

Setzt man 

(17) Äa = aik + aikX + aax^ + ... (i,t = 0,l,2) 
und 

(18) fi. = €f) -f ß\}^x + sf^x^ + . . . (i = 0, 1, 2), 
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so erhält man aus (16) 

(ooo—r—X) 4^) + aoißW + ao2a^^> + . . . = 

aioa^^) + (au— r— A)ai^) + ai2£^^) + ,.. =0 (A = 0,l,2,...) (19) 

a2o4^> + a2is[^^ + ((h2—r—X) a^^) + . . . = 

"Wir lassen zunächst r und «^^\ sf\ s^^^ unbestimmt und 
berechnen vermittelst der Grleichungen (19), indem wir darin 
A =s 1, 2 ... setzen, die Coefficienten «^^>, «p, a^^) (A = 0, 1, 2, ...) 
als lineare homogene Funktionen von e^^\ «W, b^\ Die 
Potenzreihen mit den auf diese Weise bestimmten Coeffi- 
cienten, welche noch die erwähnten vier unbestimmten 
Grössen enthalten, bezeichnen wir nun mit tjo, Vij V2* 

Unter Anwendung der Bezeichnung 



A(y) 






Äi{ff) = _a? -^ + ^ioyo+^nyi + ^i$y2 (20) 



_ dy 



2 



^2 (y) = — ^ -^ + ^2oyo + ^2iyi + ^22^2 

lauten die Differentialgleichungen (14) 

Ao{y) = 0, Mp):^0, ^2(y)«0, (21) 

und man hat 

^i(a:^i?) = a:^(aio^^«>+(aii-'r)£f)+ai2*§^>) 
A2{a^V) = ^(«2o4^^ + a2ia<o) + (a22— r)4^>), 

wenn nmn für ijo, i^i» ^2 die in der vorhin angegebenen 
Weise bestimmten Potenzreihen einsetzt. Ein Werth von 
r, für welchen die Ausdrücke (22) verschwinden, genügt 
der determinir enden Grleichung 



(22) 



^(r) = 



ÖOO — ^, «Ol ) Ö02 



«10 
020 



au 

021 



«12 
«22 — y 



= 0, (2^) 



deren Wurzeln r^, r', /' heissen mögen. 
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Wir betrachten zunäclist solclie "Wurzeln r, für welche 
nicht alle Unter determinanten von J{r) verschwinden, so- 
dann solche Wurzeln, für welche alle TJnterdeterminanten, 
aber nicht alle Elemente von jd {r) verschwinden, und zum 
Schlüsse nehmen wir an, dass für die Wurzel r alle Ele- 
mente von ^{r) verschwinden. Wir bezeichnen diese drei 
Fälle im Folgenden als ersten, zweiten und dritten FaU. 

Erster Fall. Ist neben der Wurzel r^ keine andere 
vorhanden, welche sie um eine ganze positive Zahl über- 
trifft, so verschwinden die Ausdrücke (22), wenn man in 
den Potenzreihen lyo , i?i , i?2 »" = ^^ setzt und für die An- 
fangswerthe sf^, a^^, s^^ die nicht sämmtHch verschwinden- 
den Unterdeterminanten einer passend gewählten Zeile 
von ^(r) nimmt. Die auf diese Weise näher bestimmten 
Potenzreihen i^q, ^j, i^g mögen mit rn^, i^J, i^^ bezeichnet 
werden. Dann ist 



(24) tf, = ^lyg, y, = :r^i??, y^ = aTnl 

eine Lösung des Systems (14). 

Ist y — r" = 6 eine ganze positive Zahl oder Null, 
ist aber r^ — r' keine ganze Zahl, so setzen wir 

(25) 40) = z/„(r) . ^(r +1) . . . ^ (r + e) (i = 0, 1, 2). ^) 

Nun wird 

Ao{(x^^) = aj^z/(r)^(r+l)...z/(r + e) 

(26) Äiiafri) = 

Setzt man in den Potenzreihen i^,- für die Anfangs- 
werthe sf^ die Ausdrücke (25), so verschwinden die Aus- 
drücke (26) sowohl für r = r' als für r = r". Bezeich- 
net man die unter Zugrundlegung der Anfangswerthe (25) 
und des Werthes r = r' bestimmte Potenzreihe r^i mit 
qi, so ist 



1) Hierbei bedeuten ^u{r) die Unterdeterminanten der ersten ZeUe 
Yon ^(r), die geeigneten Falls durch die Unterdeterminanten einer an- 
deren Zeile ersetzt werden dürfen. 
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y6 = i^flo , y'i = ^'^x , yk = ^»^'1^2 (27) 

eine Lösung von (14). Auch wenn man r = /' setzt, er- 
giebt sich eine Lösung; denn aus (19) ergeben sich «^^V4^\ 
B^ als lineare homogene Funktionen von «([^^ 4^^ b^^ mit 
dem Nenner ^^(r+l) . . . -^(»^ + ^) > ^^ ^ =.y' verschwin- 
det zwar der Nenner wegen des verschwindenden Faktors 
^(r"-|-ß) = ^{^'\ es verschwindet aber auch der Zähler, 
wenn man für Bf> den Ausdruck (26) setzt. Da aber für 
T = /' nicht nur «J®\ sondern auch 6<^^, . . . «[.*""^) verschwin- 
den , so hat das unter Zugrundelegung von r = /' be- 
stimmte Integral die Form 'kx^td (i = 0, 1, 2), wo h eine 
nicht nothwendig von Null verschiedene Constante ist. 
Eine von (27) verschiedene zweite Lösung erhält man aber, 
wenn man beachtet , dass die Ausdrücke (26) für r = V 
zweifach verschwinden, dass also 



dAi{xfr() 



ist. Wegen 



V dr /*. — «.'' 



AAiisi) . fdy 



dr 



- <t) 



ist daher 



'■=(^-)._., <*=»'i'2) (^ 



' r^r' 



yi 



eine Lösung von (14), welcher man die Form 

oder 

yj' = af'riy + Jcx^'ri'ilog x (i = 0, 1, 2) (29) 

geben kann, wobei 
gesetzt ist^). 



1) Die Lösungen (27) und (29) sind linear unabhängig, denn wenn 
logaj wegfällt, also fc = ist, sind / und r" sicher von einander ver- 
schieden. 

5* 
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Sind r^— r' = e', /-^ f*" == e" positive oder verschwin- 
dende ganze Zahlen, so verschwinden die Ausdrücke (26) 
für r^=r^ einfach , für r = r' zweifach , für r = r" drei- 
fach^), so dass man die Losungen 

.0 



(80) 






erhält, welchen man die Form 

(31) yi = af'i}J+*^°^Uoga: 

y{' = a;«^'i^i'+2ÄVVJoga: + **'rc^i^?(loga?)« 

geben kann, indem man 

setzt*). ImFalle c'==0 ist * = 1 und imFaUe e" = ist 

r=i»). 

Zweiter Fall. Verschwinden für r = y^ alle Unter- 
determinanten , aber nicht alle Elemente von ^(r), so 
setzen wir beispielsweise 



1) tji bedeutet die Potenzreihe mit Anfangswerthen (25), Mn)bei 
e = c'+e" gesetzt werden mag. 

2) Zum Beweise suche man in allen diesen vollständig definirten 
Potenzreihen den ersten nicht verschwindenden Goefficienten. 

8) Die Unabhängigkeit der Lösungen (31) geht daraus hervor, das«, 
wenn k bezw. Je' verschwindet, r' bezw. r" von r" verschieden ijit. 
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^(0) ^ ??J_ ^0) ??L» ^) (32) 

^ ooo— r ^ aao—r » ' 



wodurch die Ausdrücke (22) übergehen in 

Ao{oifn) — 

Ai {afri) = af («1^/22 (r) + ßa^/n (r)) (33) 

Ä2{afii) = Äf(— «1^12 (0 + ^2 ^21 (r)). 

Versteht man unter iy»- die Potenzreihe, deren Anfangs- 
werthe durch die Grleichung (32) verbunden sind, so ist 

y^^^^H^^ (i = 0,l,2) (84) 

eine Lösung von (14), da die Ausdrücke (33) für r = r^ 
verschwinden. Da in (34) die beiden willkürlichen Constan- 
ten €1, £2 enthalten sind, so haben wir zwei linear unab- 
hängige Lösungen. 

Ist neben r^ noch eine Wurzel r' von solcher Beschaf- 
fenheit vorhanden, dass r^ — r' = e eine ganze positive Zahl 
oder Null ist, so setzen wir, um die zu r' gehörigen (bezw. 
das dritte zu r^ gehörige) Integrale zu bestimmen, für 
ef^ den Werth (25) dividirt durch eine Unterdeterminante 
von ^(r+ß), so dass die Ausdrücke (26), die man dadurch 
erhält, für r = y' doppelt verschwinden. Man erhält mit- 
hin eine Lösung von der Form 

yi == a^ni + hxr'rjilogx , (35) 

wo ifii die in (34) enthaltene Potenzreihe für bestimmte 
Werthe von «1, S2 ist. 

Ist nun aber / — r^ = e eine ganze positive Zahl, so 
setzen wir wie vorhin 

wobei wir annehmen, dass ^00 (0 für r = y^ nicht zweifach 
verschwindet. Wir erhalten 
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Äi{afri)=0 (37) 

Ä2{x'ri) = 0, 

welche Ausdrücke für r = r' einfach und für r = y^ zwei- 
fach verschwinden, so dass sich die Lösungen 

ergeben. TJm ein weiteres zum Exponenten r^ gehöriges 
Integral zu finden, drücken wir durch (32) s^^ durch £^\ 
e^^ aus ; die Ausdrücke (33) verschwinden für r = r^ bei 
beliebigen Werthen £(^), s^^; bestimmt man 6f\ sf^ so, dass 
sich aus (19) für b^\ s^\ b^^\ wenn man y = r^ setzt, trotz 
des verschwindenden Nenners ^{r^-^-e) endliche Werthe 
ergeben, so erhält man die Lösung 

(39) yi = af'rit (i = 0, 1, 2). 

Dritter Fall. Verschwinden für r = r^ alle Elemente 
von ^(r), so verschwinden für r = r^ die Ausdrücke (22) 
bei beliebigen Werthen von 6^\ s^^\ €^^^ ; man hat also eine 
Lösung 

(40) yi = afrii (i = 0,l,2) 

worin die Potenzreihen i^»* drei willkürliche Constanten 
enthalten. 

Es wäre noch erforderlich, die Convergenz, bezw. 
gleichmässige Convergenz der noch von r abhängigen Po- 
tenzreihen r^i zu beweisen, was nach dem Vorbild früherer 
Arbeiten geschieht *). Aus den bisherigen Entwickelungen 
entnehmen wir den folgenden Satz: 

Bxd die Determinante ^(r) lautet einfache Elementar- 
theiler r — r^, r — r', r — r", welche auch sämmtlich oder theü- 
weise übereinstimmen können, so besitzt das System (14) ein 
Fundamentalsystem von der Form 



1) Das hier angewandte Verfahren ist dem von Herrn Frobenias 
(Grelles Journ. Bd. 76) benutzten nachgebüdet. 



r 
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yi =^vi (i = 0,l,2), (41) 

yi' = ^'ni' 

wenn unter den Wureeln f ®, r', r" Jceine gcm^mhlige (nickt 
verschwindende) Diiferenz auftritt. Ist r'-^ r" = e eine ganze 
positive Zahl oder Null , ist aber im Falle r' = r" r — r' ein 
zweifacher Elementartheiler von ^{r) und sind r^ — r' und 
yo — y" nicht beide von Null verschiedene ganze Zahlen^ wahr 
rend im Falle r^ = r' oder r^ = r" r— r^ ein einfacher Ele- 
mentartheiler von ^ (r) isty so hat das Fundamentdlsystem die 
Gestalt 

yr = (x^Vi 

yi = o^vi (42) 

y'/ = x^'Tii'-^-kafti'logx. 

Sind r^ — r' = c', r'— ;/' = c" ganze positive Zahlen oder 
Null, entspricht aber einer etwaigen zwei- bezw. dreifachen 
Wurzel der determinirenden Gleichung ein zwei- bezw. drei- 
facher Elementartheiler von ^{r\ so hat man das Fundamen- 
tcdsystem 

y? = ^1?? 

yi ^ a/rii-{-Jca^rfilogx (43) 

yi' = af"riy+2Jc'x^riilogx + Jch'afrii{logxy. 

Die Constante h ist in (42) im Falle e = gleich 1, 
in (43) ist Ä; = 1, wenn e' = 0, und ¥ = 1, wenn e" = 
ist. Sonst können Je und k' auch verschwinden. 



§ 9. 

Zur Integration der kanonischen totalen Systeme mit zwei 
unabhängigen und zwei abhängigen Veränderlichen. 

Die Coefficienten des Systems 

qtdzi = {AnZi-\-Äi2Z2)dX'{-{Bnßi + Bi2Z2)dy 
tpdz2 = {A2iZi-\'A^Z2)dx^'{B2iZi-\-B^Z2)dy 
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sollen den Integrabilitätsbedingimgen genügen und in der 
Umgebung der Stellen (a,&) des singulär^n Grebildes y=0 
in Potenzreiben entwickelbar sein. Da das System regulär 
ist^), so ist stets eine Lösung von der Form 

(2) B\ = 9>pgi, ^3 = ypfe 

vorhanden , wo & , %% Potenzreihen von x — a , y — 6 sind, 
welche nicht gleichzeitig durch tf theilbar sind. Für gi , f2 
erhält man die Differentialgleichungen 



(3) 



ans welchen folgt, dass alle ans dem System 

Ä^l , Ä2Z—P ^ 



-Oll— iP 



21 , J522 P 



dx 

12 

dq> 



gebildeten Determinanten durch q> theilbar sind. Wir un- 
terscheiden nun zwei Fälle", je nachdem alle so gebildeten 
Congruenzen zwei (verschiedene oder zusammenfaUende) 
Wurzeln p oder nur eine Wurzel gemein haben. 

Im ersten Falle müssen diejenigen Congruenzen, welche 
p nur im ersten Grrade enthalten, unabhängig von p erfüllt 
sein« Aus 



1) YgL eine Bemeriomg »m Schlosse der Arbeit. 
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A ^9 A 



Bii — p 



dg) 



12 



^12 



= 0, mod. q> 



-4.21, -4.22 — p 
J?21j -B22 — P 



d(p 
dx 
dq> 

dy 



(5) 



= 0, mod. q> 



folgt somit 

hieraus und aus den beiden anderen aus (B) folgenden Con- 
gruenzen ergiebt sich 



A 



n 



Ein System (1), dessen Coefficienten den Bedingungen 

dq> 
dy 
dtp 



dx 






= 0, Ä^^-Bn^^O 



mod. q> (6) 



genügen, bezeichnen wir als System der ersten Art; ein 
System ist von der zweiten Art, wenn nicht alle Congruen- 
zen (6) erfüllt sind. 

I. Für ein System der ersten Art sind die beiden 
Congruenzen 



1) Sind Ai^ und B^^ gleichzeitig durch <p theilbar, so ist nach (4) 



(«..-,^)(z^-,t)-« 



mod. 9; 



sollen dieselben zwei Wurzeln gemein haben, so muss sein 

da dq> 

Ai^-Bn-g^ s 0, mod. y. 
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(7) 



Än—p 
An 



Bu—p 






Ä 



12 



—P 



dx 



= 0, mod. ip 



dg> 



B 



12 



B 



21 



, JB22 — P 






= 0, mod, y 



infolge der Beziehungen (6) gleichbedeutend; setzt man 



Ca = 



_ Bik 



d(p dg> ' 
dx dy 



mod. 9>, 



so erhält man aus der Congruenz 



(8) 



Oll —p , C12 
C21 , C^—p 



= 0, mod. q> 



die determinirende Gleichung, indem man für (a?, y) eine 
Stelle (a, 6) von y = setzt (die wir so wählen, dass 

2)t6 JP'orm ^ne^ l^e^ndam^n^aZsy^^em^ ergieht sich aus dem 
im vorigen Paragraphen für den Fall einer unabMngigen 
Veränderlichen aufgestellten Satise^ indem man die Wurzeln 
r der dortigen determinirenden Gleichung durch die Wurzdn 
p der Congruenz (8), a^ durch y^, loga; durch logy und die 
Potenzreihen ri von x durch Potenzreihen f von x — a, y — b 
ersetzt. 

Man weist dies nach durch Ueberführung des Systems 
(1) in ein System mit einer unabhängigen Veränderlichen 
t, indem man für x und y lineare Funktionen von t setzt*). 

Die Systeme der ersten Art mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen bieten also ähnliche Verhältnisse dar, wie 
die Systeme mit einer unabhängigen Veränderlichen. 



1) Vgl. Act. math. Bd. 12, S. 147. 
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n. Wir verstehen, wie ot)en bemerkt, unter einem 
System der zweiten Art ein System (1), dessen Coefficien- 
ten nicht alle vier Congruenzen (6) gleichzeitig befriedigen. 
In diesem Falle sind die Congruenzen (5), welche wir in 
der Form 

(Ä2l-^ — B2l-£)p + iÄ22B2l — B22A2l) = 

schreiben , nicht beide identisch erfüllt ; denn wären die 
Coefflcienten von p in beiden Congruenzen durch y theil- 
bar, so müssten auch die beiden anderen Congruenzen (6) 
erfüllt sein^). Istjp^ die gemeinschaftliche Wurzel der Con- 
gruenzen (9), so ist eine der Lösungen des Systems (1) 
jedenfalls von der Form 

^1 = <ei, ^2 = V^%, (10) 

worin gi , & Potenzreihen von x — a, y — b sind, welche nicht 
beide durch ^ theilbar sind; ist die zweite Lösung von 
derselben Form, so gehört sie ebenfalls zu dem Exponen- 
ten p^. Enthält die zweite Lösung Logarithmen, so ist 
sie von der Form 

^i = <Ö + <&log 9 (i = 1, 2). (11) 

Für gl, £2 erhält man, wenn man p^ — p' = e setzt, 
die Differentialgleichungen 



1) Falls jedoch ^^2 ^^^ "^is gleichzeitig durch 9 theilbar sind, ist 
nach (3) entweder 4ii — P~^ = ^> ■^ii — i' ä^ oder Ci = und da- 
mit Än—p-J^ = 0, JB„— jp-g^ = 0. In letzterem Falle ist jp* = 

"dx "Sy' 



(12) 
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Wäre e> 0, so würde p' den aus (4) gebildeten Con- 
gruenzen genügen, welche in unserem Falle nur die eine 
Wurzel p^ gemein haben; es ist also p' = p^, 6 = 0. 
Da weder gi und ^ noch gl und ^ gleichzeitig durch q> 
theilbar sind, so müssen nach (3) und (12) sämmtiiche aus 



^21 



gebildeten Determinanten zweiten Q-rades durch g> theü- 
bar sein, und unter den Beziehungen, die sich daraus er- 
geben, sind auch sämmtiiche Congrueiizen (6) enthalten. 
£s würde also, wenn ein Integral mit Logarithmen vor- 
handen wäre, gar kein System der zweiten Art vorliegen. 

Ein System (1) der zweiten Art besitzt ein Fundamentdlr 
System von der Form 

(13) ^' "" *'"^^ ' ^' ^ '^^^ 

^l' = <gl', ^i' = y^ti', 

worin die g Potenzreihen von oj— o, y — h sind. Der Expo- 
nent p^ wird durch die Congruenzen (9) bestimmt *). 

1) Vgl. die Fussnote S. 76. 
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Ein Differentialgleichmigeiisystein mit einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen t 

* (14) 



t --r— = Cqi 01 4- C22 ^2 



kann nach dem vorigen Paragraphen nnr dann zwei zn 
demselben Exponenten p^ gehörige Lösungen von der Form 

haben, wenn die Determinante 



Cn^—p, C12 
^1 j <?22*— 1> 



(16) 



in welcher Ca den Werth von C* für ^ = bedeutet, zwei- 
mal den einfachen Elementartheiler p — p^ besiizt, d, h, 
wenn 

O.,-,«^0, C,.^0 )^, p 

O21 = , C22— !>" = j ^ ^ 

ist. Infolge dieser Bedingungen können 5ßi(0), ^2(0) will- 
kürlich angehommen werden. Sollen auch im Falle zweier 
y eränderlichen die Werthe der in (10) enthaltenen Potenz* 
reihen ^i, $2 für o; = a, y s= & willkürlich sein, so folgt 
aus (3) 

^n-i.«g - 0, A,2 - Bn-/^ - 0, B. - 1 ^^^ 

^21 = 0, ^22-i>^^ = B21 = 0, B22—P^^ = 

daraus gehen aber die Congruenzen (6) hervor. Bei einem 
System der zweiten Art ist also neben dem Anfangswerth 
einer der beiden Potenzreiheh gi, fe der Anfangswerth 
filier Ableitung von gi oder fe willkürlich. 

Setzt man in dem System (1) der zweiten Art 

X =5 a + a'ty y = b^Vt (18) 
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und wählt man a , V so, dass 

if{a^€;t, 6 + 67) 



9(0 = 



t 






für ^ = nicht verschwindet, so erhält man ein System 
von der Form (14), dessen C^oeflGlcienten 

^ dAikia-^-olt, 6 + 67) + 6'JBÄ(a+a'^,6 + 6'0 

Oft = -r^ 

8(0 

Potenzreihen von t sind. Hätte die determinirende Grlei- 
chung unseres neuen Systems keine andere Wurzel als jp^, 
so wäre 'g — 'p^ zweimal einfacher Elementartheiler der De- 
terminante (15), es würden die Congruenzen (16) und in- 
folge (17) die Congruenzen (6) bestehen. Sind Jf , J/" die in 
der Lösung (10) enthaltenen willkürlichen Constanten und 
schreibt man 

gl = Jf 5Pi {x-a, y-h) + Jy5ß{ {x-a, y^b) 
& = M^2 {x—a, y—b) + N^ (x—a, y—b) , 

so sind, wenn M den Anfangswerth einer der beiden Funk- 
tionen, JV denjenigen einer Ableitung bedeutet, 5ßi(0,0), 
«ß2(0,0) nicht beide gleich NuU, während Sßi(0,0), 5ß4(0,0) 
verschwinden. Beginnen die Potenzreihen ^[{x — a,y — 6), 
^ {x — a, y — b) mit Grliedern n*«' Dimension in x — a, y — 6, 
so fuhrt die Substitution (18) zu 

ei = jiffi(o+i^^fi(o 

Den Werthen der Constanten Jlf=l, jV=0 und Jlf = 0, 
^ = 1 entsprechen die Lösungen von (16) 

Die determinirende Gleichung von (14) hat also die 
Wurzeln p^ und jp®+ w, so dass der Widerspruch, der sich 
oben darzubieten schien, beseitigt ist. 
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Dass die beide» Congruenzen 



Än—p 



dx ' 



^21 



Bn—P 



d<p 



^21 



, ^22— JP 



dx 



B 



12 



B2&—P 



d<p 
dy 



= 0, mod. g> 



= 0, mod. g) 



neben jp^ die Wurzel p^ -\- 1 besitzen, kann durch das im 
folgenden Paragraphen auf ein System mit drei abhängigen 
Veränderlichen angewandte Verfahren bewiesen werden. 



§ 10. 

Zur Integration der kanonischen totalen Systeme mit zwei 
unabhängigen und drei abhängigen Veränderlichen. 

Die den Integrabilitätsbedingungen genügenden Coef- 
ficienten des Systems 

(pdjsfo = {Äoo^o+Aoi^i+A(^2)äx+{Boo/so+Boi^i+Bo202)äy 

q>d0i = (AiQjs:o+An£fi+Äi202) dx +(BiQisfo+BuiSi+Bi202)dy (1) 

(pdi32 = {A2Q0o+Ä2iis:i+A2202) dx+{B2oisio+B2i0i'irB2202)dy 

seien in der Umgebung der Stellen (a, 6) des singulären 
Gebildes y = in Potenzreihen entwickelbar. Dass das 
System an dem singulären GebUde g? = regulär ist, 
wurde in der früheren Arbeit bewiesen^), hier handelt es 
sich um die Aufsuchung der Form der regulären Litegrale. 
Es giebt nun, wie wir gleich sehen werden, drei verschie- 
dene Arten von Systemen (1). Versteht man unter 'fl^ix^y) 
eine beliebige Potenzreihe von ic — a,y — b von der Art, dass 



J = 



dtp dg> 



dx ' 

dx ' 



dy 

djf 
dy 



1) Vgl. eine Bemerkung am Schiasse der vorliegenden Arbeit. 
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für xssa, y = 6 nicht verschwindet *), so geht das System 

(1) unter Einführung der beiden unabhängigen Veränder- 
lichen % if über in 

q)d£fQ = (Poo^o+ JPoi^i+Po2^2) dtp + (Qoo^o+Qoi^i+Qq202) dif 

(2) ipdjsfi = {Pi(i£io+Pii£fi+Pi202)dg>+(Qio0o+Qn0i+Qi2JSf2)dif 

wenn man 

(3) ^*"^*"ö7~^*ö^' ^* = -J- 

setzt. Setzt man 

(4) 4ro = 9)^6), «1 = yPgi, XTs = g)P^, 
so ist 

9> 11 = (Poo-j>) to + Poiti + P02& 

9>|| =: Pio6) + (Pii-l))& + P«& 



(5) 



9>-||- =" Pa>6) + P2igi + (FM-l))& 



Wir denken uns den E^onenten p so bestimmt, dass 
idj tii & Potenzreihen von ^ — a, y — 6, welche nicht sämmt- 
lich durch 9) theilbar sind, oder auch ganze Funktionen von 
log9>, welche solche Potenzreihen zu Coefficienten haben. 



1) Wir nehmen für (a, h) eine gewöhnliche Stelle von ^ == 0. 
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1) Sind drei verschiedene Werthe von p vorhanden, 
so folgt aus der Congruenz 



(too, 

-F20> 



Fn 
F21 



•p 1 F12 
, -F22 — P 



= 0, mod. % 



welche p nur im zweiten Grade enthält und folglich iden- 
tisch in p erfüllt sein muss , dass Gqo = , mod. (p ist. 
Unter Benutzung aller auf ähnliche Weise gebildeten De- 
terminanten findet man, dass alle Elemente des Systems 



Groo = 



^007^ Boo-^-i Croi 



dy 



'dx 



QlQ = 



.99 j. d(p 



dy 



dy 



dx 



^A 



11 



G20=^Ä20t;— — 520ir"> G^21 



dy 



'dx 



dy 

— 4^9 



dy 



T{ ^^ r 
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^Ä 



dy 
dtp 



12 



dy 
dtp 



►12- 



dx 

dtp 

dx 



(6) 



_^ dtp 
dy dx 



durch tp theilbar sind. Diese Relationen können auch be- 
stehen , wenn nicht alle Werthe von p verschieden sind, 
sie gelten aber dann nicht nothwendig. Ein System (1) 
ist von der ersten Art, wenn die bezeichneten Congruenzen 
bestehen. 



2) Sind zwei verschiedene Werthe von p vorhanden, 
so folgt aus 



■2^00 — p, Foif F02 

G-IO > G^ll, Cri2 



die Congruenz 



G21 G22 



= 0, mod. tp 



= , mod. g> ; 



ebenso findet man, dass alle in ähnlicher Weise gebildeten 

6 
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Determinanten durch g> theilbar sind. Diese Relationen 
können auch dann bestehen, wenn alle dreiWerthe von p 
zusammenfallen. Wir nennen ein System (1) von der zwei- 
ten Ärtf wenn alle aus den Grössen (6) gebildeten Deter- 
minanten« zweiten Grrades durch tp theilbar sind, ohne dass 
alle diese Grrössen selbst es sind. 



3) Ist nur ein Werth von p vorhanden , so ist doch 
die Determinante der Grössen (6) durch g> theilbar. Ein 
System (1) ist von der dritten Art^ wenn nicht alle aus (6) 
gebildeten XJnterdeterminanten zweiten Grades durch 9 
theilbar sind. 

Der Exponent p kann bei einem System der ersten 
Art einen, zwei oder drei verschiedene Werthe haben, bei 
einem System zweiter Art einen oder zwei und bei einem 
System dritter Axt nur einen Werth. 

Setzt man die Ausdrücke (4) unmittelbar in das Sy- 
stem (1), so folgt aus den Differentialgleichungen für i, 
dass alle aus je drei Zeilen des Systems 



(7) 



Aqo—p 



^10 



L20 



Boo—p 



dq> 

dx 



dg) 



^10 



B 



20 



Ä 



Ol 



Äll—P 



dtp 

dx 



L21 



B« 



Ol 



Bn—p 



dtp 
dy 



B 



21 



^ 



-4.12 



An—p 

B02 
B12 

B22—P 



dg) 

dx 



dg) 

dy 



gebildeten Determinanten durch xp theilbar sind. 

I. Ist das System (1) von der ersten Art^ so sind in- 
folge der Congruenzen 



(8) 



^«-^-5«-|j = 0, mod.,, 
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Ö3 



die beiden Congmenzen 



LOO' 



-10 



dw 



LOI 



L02 



"^''^'dh ^^ 



A 



20 



L21 



, Ä22—P 



dg> 

dx 



= 0, mod. <p (9a) 



Boa—p -577 , ^01 



öy 



JB 



10 



>20 



, Hn—p 



d(p 



►02 



^12 



, -Bi 



21 



J522— P 



du 



= 0, mod. 9 (9b) 



gleichbedeutend. Unter Anwendung der Bezeiclinung 



c.= ^* 



Ba 



dg^ d(p 



(t. * = 0, 1, 2) 



(10) 



dx 
liefert die Congruenz 



dy 



Goo 
Cio 



1?, Coi , Co2 

, Cu — p , Ci2 

, Cai I C22 



— jp 



= 0, mod. 9>, (11) 



wenn man für (a?, y) eine Stelle (a, 6) von y = setzt, 
die zum singulären Gebilde q> = gehörige determinirende 
Gleichung^ welche drei Wurzeln jp^, p', p" Kefert. 

Die Form eines Fundamentalsystems eines Systems (1) 
der ersten Art ergiebt sich aus dem Sotee^ welcher in § 8 
für Systeme mit einer unabhängigen und drei abhängigen Ver- 
änderlichen aufgestellt wurde, indem man die Wuredn r^, r', 
r" der dortigen determinirenden Gleichung durch die Wurzeln 
i>°> P\ P" ^^ Congruenz (11), (xf durch g>Py loga; durch logy 
und die Poten/sreihen ri von x durch Fotensreihen g von x — a, 
y — 6 ersetzt. 

Zum Beweise führt man das System (1) ähnlich wie 

6* 
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frülier in ein System mit einer einzigen unabhängigen Ver- 
änderlichen t über. 

n. Um für ein System (1) der zweiten Art die Form 
eines Fnndamentalsystems an dem singolären Grebilde 9) =0 
zn finden^ gehen wir von der Form (5) eines solchen Sy- 
stems aus. In unserem Falle sind alle aus den Grrössen 



Qv> 


Qoi 


Q(ß 


QlO 


Qu 


Qn 


Qio 


<?21 


<?22 



gebildeten Determinanten zweiten G-rades durch (p theil- 
bar. Die Weierstrass'sche Theorie der Transformation 
einer Schar bilinearer Formen lehrt, dass das Differential- 
gleichungensystem (5) in folgender Weise transformirt wer- 
den kann. Die Werthe von P^, Qa für y = 0, ^ = 
oder a; = a, y = h bezeichnen wir mit jp* , qa» Die De- 
terminante 



(12) 



i?oo— i>, i?oi 



i>02 



i>10 , Pll—P, P12 

i>20 , i>21 , JP22 — P 



hat entweder a) drei einfache Elementartheiler p—p^^ p — p\ 
p^f, ß) einen einfachen und einen zweifachen Elementar- 
theiler p — p', (jp — p")^, y) einen dreifachen Elementartheiler 
(p—p^y. Die Determinante 



(13) 



200— a, 201 



g<ß 



ffio 

920 



t in—Q) «12 



221 



222 — 3 



hat entweder zweimal, aber nicht dreimal den einfachen 
Elementartheiler q, oder sie hat neben dem einfachen Ele- 
mentartheiler q den zweifachen q^. Man kann nun an Stelle 
von ao, £^ij ^2 drei neue Veränderliche to, ti, ^2 » welche li- 
neare homogene Verbindungen der ersteren mit constanten 
Coefficienten 
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tl = Cio ^0 + Cii 01 4" Ci2 ^2 



(14) 



sind, so einführen, dass man ein Differentialgleichungen- 
system 

dto 



V 



dtp 
dt2 



= Mioto + Mii h + Mi2 fe 



(15) 



9-^ = M2(ito + Mziti + M^ih 

<P -Q^ = Nooto + -^01 ti + No2t2 
fif 



von solcher Beschaffenheit erhält, dass sich unter Anwen- 
dung der Bezeichnung 



für die m die Werthe ergeben: 



«) 



ß) 



r) 



9^20 

fWoo 
l»10 
9^20 

moo 

99110 
99120 



0, 
0, 

P', 

0, 
0, 

1, 

0, 



»»Ol 

«Jn 

»»21 

fftoi 
Wh 

»»21 
»»Ol 

wn 
mm 



= 

= !>' 
= 

= 
= !>•' 
= 1 



= 



P 
1 







W02 
99113 

99^22 

99^02 
99212 
99122 

99)02 
Wi2 
99222 



= 
= 

— p 

= 
= 

= P 

= 

= 



(16a) 



// 



(IBb) 



n 



(IBc) 
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Es handelt sicli dabei um eine simultane Transforma- 
tion dreier bilinearer Formen 

SvijSij- 2 Pik Vi 01c, I^qikVii9h 

i ik tk 

in 

2Uiti, ZmaUith, SnAUih 

i üt ik 

in solcher Weise , dass die beiden ersten in die Normal- 
form übergehen. Da die Elementartheiler der Determi- 
nante (13) ungeändert bleiben, wenn man q^k durch n^ er- 
setzt, so ist auch das System (15) von der zweiten Art, 
Aus den Integrabüitätsbedingungen dieses Systems folgt 

^^^ .. MioNGk + MiiNu'{'Mi2N2k = 

(17V 

"^ ^ NioMok-\-NaMik+'Ni2Msk — Nik, mod. y; 

ersetzt man M, N durch m, n, so verwandeln sich diese 
Congruenzen in Grieichimgen. Setzt man für die m die 
Werte ein und beachtet man, dass nicht alle n verschwin- 
den dürfen, so findet man, dass im Falle a) die DiflFerenz 
zwischen zweien der p gleich 1, z. B. p^ = p--\-lj sein 
muss , dass im Falle ß) entweder p' = p"-{' 1 ist und alle 
fi ausser W20 verschwinden oder p" = i>'+l sein muss und 
alle n ausser woi verschwinden und dass der Fall y) über- 
haupt nicht eintreten kann. 

Setzt man 

in das System (14) ein, so genügt der Exponent p, den 
wir uns so bestimmt denken, dass die r,- Potenzreihen von 
9, ^ sind , welche nicht sämmtlich durch tp theilbar sind, 
oder ganze Funktionen von logqp, welche solche Potenz- 
reihen zu Coefficienten haben, den Congruenzen, welche man 
erhält , wenn man alle Determinanten dritten Grrades aus 

Moo—Pj Moi , Moi 

(IS) ^^^ ' ^11— P, -^12 

M20 , M21 J M22—P 



N^ , Nil ., Ni 



a 
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= 0, mod. y setzt. Die Congruenzen, welche p im zweiten 
bezw. dritten Grade enthalten, liefern im Falle a) die Q-lei- 
chnngen 

{P-Pl(p-If) = 0, {p-p'){p-p'){p-f) = 0, (19) 
im Falle ß) entweder die Grieichungen 

{p-py = 0, (p-^')(p—py = (20) 

oder die Gleichungen 

(^-p')(p-p'^ ^ 0, (p-p')(p-py = 0. (20a) 

Die Exponenten unseres Fundamentalsystems können 
also im Falle a) nur p', p", im Falle ß) entweder nur p" oder 
p' und jp" sein. Setzt man in den Funktionen to,ti,t2 ^ = 
und betrachtet dieselben als Funktionen der einzigen Verän- 
derlichen % so hat man ein Fundamentalsystem mit den Ex- 
ponenten p^, p', p" im Falle a), p', p'\p" im Falle /J), wie man 
an dem Differentialgleichungensystem der t als Funktionen 
von qp allein erkennt. Unter Berücksichtigung der aus § 8 
bekannten Form der Integrale dieses letzteren Differential- 
gleichungensystems ergiebt sich vermittels einiger weite- 
rer Ueberlegungen folgender Satz über die Form der In- 
tegrale des Systems (15) oder des Systems (1) der zwei- 
ten Art: 

Im Falle a) hat man, wenn zwischen p* und p" keine 
von Null verschiedene ganzzahlige Differenz besteht, ein 
Fundamentalsystem von der Gestalt 

^? = <P^'£? 

^; = 9^% (i=0,l,2) (21) 

dagegen ein Fundamentalsystem von der Form 

4 = ^>^^ (22) 

wenn p'-^p** ^=i e eine ganze positive Zahl ist. Ist jp' — p 
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eine negative ganze Zahl, so besitzt das Fundamental- 
system die Gestalt 

4 = 9>P'S? 

(23) 0i = <Ö4-Ä<P^"&log<p 

Im Falle ß) hat man entweder das Fundamentalsystem 

(24) ^i = <pP°g 

4' = <(ei'+gaog9>) 

oder ein Fundamentalsystem von der Form (23) mit Jc = l. 
Alle g sind Potenzreihen von x — a, «/ — J, und i ist eine 
Constante, die auch verschwinden kann. 

Setzt man y = 0, so kann man eine lineare Verbin- 
dung zweier /sii bilden, welche zum Exponenten ^'+1 bezw. 
p^+1 gehört, da p'-j-l bezw. jp^ + 1 eine Wurzel der de- 
terminirenden Gleichung des Differentialgleichungensystems 
mit der einzigen unabhängigen Veränderlichen g) ist. 

Drei zu demselben Exponenten p gehörige Lösungen 
Von der Form 04 = y^g, können nach (21) nur dann auf- 
treten, wenn im Falle a) p' = p" ist ; dann können zwei 
der Anfangswerthe der drei Potenzreihen go» ti, & will- 
kürlich angenommen werden, während die dritte willkür- 
liche Constante der Anfangswerth einer Ableitung eines 
der g ist. Zur direkten Berechnung des Exponenten p 
dienen die aus den Grössen (7) gebildeten Congruenzen. 
Alle Congruenzen, welche p im zweiten Grade enthalten, 
haben zwei verschiedene oder zusammenfallende Wurzeln 
gemein, diese beiden Wurzeln genügen auch allen Con- 
gruenzen dritten Grades, welche ausserdem noch eine Wur- 
zel haben, welche eine der beiden zuerst erwähnten Wur- 
zeln um 1 übertrifft. Haben die Congruenzen zweiten 
Grades eine Doppelwurzel gemein, so kann das Funda- 
mentalsystem von der Form (24) oder von der Form (21) 
sein , in welch letzterer dann p' und p'^ zusammenfallen. 
Im letzten Falle sind die Anfangswerthe zweier i willkür- 
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lieh; aus den Differentialgleichungen, welche man aus (1) 
für g erhält, folgt, dass alle aus den Grössen (7) gebilde- 
ten Determinanten zweiten Grades durch y theilbar sind. 
Im ersten Falle sind nicht alle diese Determinanten = 0, 
mod. (p. 

Dem vorhin ausgesprochenen Satze über die Form der 
Integrale eines Systems der zweiten Art können wir jetzt 
folgende Fassung geben. 

Alle aus den Grössen (7) gebildeten Congruenjsen ssweiten 
Grades in p haben jswei gemeinsame Wurzeln p\ p" und die 
Congruenzen dritten Grades in p ausserdem noch die Wurzel 

p'+i. 

Sind p' und p" von einander verschieden und ist ihre 
Differenz keine ganze Zahl, so hat man ein Fundamental- 
System von der Form (21), während das Fundamentalsystem 
die Form (22) bezw. (23) besitzt , wenn p — p" eine positive 
bezw. negative ganze Zahl ist. 

Ist p' = p''=p^y so hat das Fundamentalsystem die Form 



Zi = 

Zi = 



^i 



II 






(25) 



wenn alle aus (7) gebildeten Determinanten zweiten Grades 
für p=p^ durch (p theilbar sind, andernfalls ist es von der 
Form (24). 

m. Ist das System (1) von der dritten Art^ so ist 
nur ein Werth von p vorhanden, welcher einer Reihe von 
Congruenzen ersten Grades, wie z. B. 



-Foo — p 

Gio 

G20 






Fqi , 

Gii, 
G21, 



F(a 
Gu 

(t22 



= 0, mod. q> (26) 



jgenügt. Die gemeinsame Wurzel dieser Congruenzen möge 
Pq heissen^). 

1) Die Congmenzen (9a) und (9b) haben in diesem Falle die Wur- 
zeln jpo , jPo + 1 , i>o + 2. 



90 § 10. 11. 

Da keine logarithmisclien Integrale auftreten können, 
was man ähnlich wie bei einem System der zweiten Art 
mit zwei abhängigen Veränderlichen nachweisen kann, so 
gilt der Satz: 

Ist das System (1) van der dritten Art^ so haben alle 
aus (7) gebildeten Congruenzen eine Wurzel p^ gemein. Bas 
zum singulären Gebilde q> = gehörige Fundamentalsystem 
ist van der Farm 

(27) zi = g^^ 

wa die % Patenzreihen darstellen, 

§11. 

Zur Integration der regulären partiellen DHTerentiaigleicbungen- 

eyeteme zweiter Gattung. 

Im dritten Abschnitt der Abhandlung Act. math. Bd. 12 
habe ich die Form der Integrale des Systems linearer par- 
tieller Differentialgleichungen 

d^z dz dz 

dessen Coefficienten A, B, C in der Umgebung der Stellen 
(a, 6) des singulären Gebildes 9 = in Potenzreihen ent- 
wickelbar sind, in der Umgebung von (a, b) untersucht, 
ohne der Theorie der Systeme totaler linearer Differential- 
gleichungen (Abschnitt 11 der dortigen Arbeit) etwas an- 
deres zu entnehmen als den Hauptsatz, welcher lehrt, dass 
das System (1) regulär ist. Es dürfte indessen zweck- 
mässig sein, das System (1) mit dem im letzten Paragra- 
phen behandelten System totaler linearer Differentialglei- 
chungen in engeren Zusammenhang zu bringen und dabei 
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die im dritten Abschnitt der früheren Arbeit gegebenen 
Entwickelungen in einigen Punkten zu ergänzen. 
Setzt man 

dz dz 

so ist das System (1) gleichbedeutend mit dem kanoni- 
sehen und also regulären System 



Z2 



dzo 



(3) 



Da in (3) die erste Gleichung die Coefflcienten 0, 1, 
und die vierte die Coefflcienten 0, 0, 1 hat, so sind die 
im vorigen Paragraphen mit (?oo, <?oi, G-G2 bezeichneten 

Grössen bezw. gleich 0, -^, ^; das System (3) 

kann also nicht von der ersten Art sein. Versteht man 
unter p den Exponenten eines Integrals z =^ tpP^ von (1) 
oder, was dasselbe ist, den Exponenten einer Lösung von 
(3), so sind alle aus irgend welchen drei der sechs Zeilen 

A , Äi-0?-l)^, A2 (4) 



fo , Ä , B3-(p—l) 



dip 
dx 
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(4) Bo , Bt-(j?-l)^, B, 

Co , Ol , C2-(P-1)^ 

gebildeten Determinanten durch y theilbar. Wir wollen 
die ersten Zeilen des Systems (4) mit la, 2a, 3a, die drei 
letzten mit 1/3, 2/3, 3/3 bezeichnen. Die aus den Zeilen 
la, 1/3, 2a ; la, 1/3, 3a oder la, 1/3, 2/3 ; la, 1/3, 3/3 gebil- 
deten Determinanten liefern, wenn man die erste Kolonne 

d(p ... . . . d<p 

um die mit p -^ multiplizirte zweite und die mit p -^— 

multiplizirte dritte Kolonne vermehrt, die drei Congruenzen 

a-A+p(^,|^+^.|)-.(P-i)(g)'.o 

welche zwei (verschiedene oder zusammenfallende) Wur- 
zeln p oder nur eine Wurzel p gemein haben, je nachdem 
das System (3) von der zweiten oder von der dritten Art 
ist. Die Bedingungen für den ersten Fall ergeben sich, 
wenn man 

oy dx dy dx dy ox 

(6) 

setzt, in der Form 

U^O, 1,^+1,-^^» 

(7) V mod. y. 
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Man leitet dieselben leicht aus den für totale Systeme 
aufgestellten Bedingungen ab ; sie folgen aber auch aus 
den Congruenzen (5), indem man beachtet, dass die Aus- 
drücke 

oy ox oy ax 

welche p nur im ersten Grrade enthalten , unabhängig von 
p durch q> theilbar sein müssen. 

Sind die Congruenzen (7) erfüllt^ so haben die drei Con- 
gruenzen (5) zwei gemeinsame Wurzeln p\ p'\ Sind diese 
von einander verschieden und ist ihre Differenz keine ganze 
Zahlj so hat man ein Fundamentalsystem von der Form 

zo — (pP' go 

^1 = <5i (8) 

Ist p' — !>"= e eine ganze positive Zahl oder Null, so ist 
das Fundamentalsystem entweder von der Form 

^0 = y*^& 

ei = (f^ti (9) 

^2 = <pP% + kg)^tAog<p 

oder von der Form 

01 = <& (10) 

02 = y^'&+*9>^&logy; 

sämmtliche i sind Potenzreihen von x — a^y — h^ Tc ist eine 
Constantej welche im Falle e = sicher von Null verschieden ist. 
Im Falle p' = p" kann ein Fundamentalsystem ohne 
Logarithmen (wie in Formel (25) des vorigen Paragraphen) 
deshalb nicht auftreten, weil die Unterdeterminanten zwei- 
ten Grades von (4), von denen eine gleich 1 ist, nicht 
sämmtlich durch q> theilbar sein können. Die Ausdrücke 
(8), (9), (10) entsprechen beziehungsweise den Ausdrücken 
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(21), (22), (23) des vorigen Paragraphen (nur sind im letz- 
ten Falle die Zeichen y, ^" vertauscht), die frühere For- 
mel (24) ist mit (22) zu (9) zusammengefasst. 

Um zu sehen, welche der beiden Wurzeln der Con- 
gruenzen (5) in (8) zweimal als Exponent auftritt, bildet 
man die Determinanten aus den Zeilen la, 2a, Sa sowie 
1/5, 2ßy Sß von (4), welche nach einer ähnlichen Umfor- 
mung wie oben die Congruenzen 



(11) 



L2 



J8, B2-ip—l) 



», JBi-(p~l) 
6, Ol 



dx 
d(f 



= 0, mod. (p 



= 0, mod. y 



liefern, denen man unter Berücksichtigung der Congruen- 
zen (7) die Form geben kann: 



(12) 






= 



mod. g>. 



dy 



= 



Wenn p' — p^' keine ganze Zahl ist, so muss nach den Ent- 
wickelungen des vorigen Paragraphen jede dieser Con- 
gruenzen eine Wurzel haben, welche diejenige Wurzel p', 
die in (8) zweimal als Exponent auftritt, um 1 übertrifft. 
Man sieht mit Rücksicht auf (7) , dass p' jeder der Con- 
gruenzen 



m 



M,-p(^y =0, M, + p 



^•+HB'-» 



dx dy 



mod. tp 



= 
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genügt. Falls die Differenz zwischen p' und p'* eine ganze 
Zahl ist, wählen wir die Bezeichnung so, dass p' — p" po- 
sitiv wird; dann werden die Ausdrücke (13) entweder durch 
p' oder durch p" befriedigt; im ersten Falk geilten die For- 
meln (9), im zweiten die Formeln (10). 

Ist das System (3) von der dritten Artj sind also die 
Congruenzen (7) nicht erfüllt, so haben die Congruenzen 
(6) und (11) nur eine einzige Wurzel p^ gemein, zu deren 
Bestimmung man die aus (B) abgeleiteten Congruenzen 



^ mod. q> (14) 



benutzen kann. 

Sind die Congruenzen (7) nicht erfüllt^ so hat man ein 
Fundamentalsystem von der Form 

^1 = <& (15) 

^2 = 9^52, 

worin p^ die Wurzel der Congruenzen (14) und gö, &, & 
Potenzreihen von x — a, y — b sind^). 

Das soeben behandelte System (1) hat sich in § 7 
als das einfachste reguläre partielle System zweiter Gat- 
tung herausgestellt. Das allgemeinste System zweiter 
Gattung ist 

d^z dz dz 



1) In meiner früheren Arbeit Act. math. Bd. 12 muss der S. 156 
unten beginnende und S. 157 oben schliessende Absatz unterdrückt und 
auf S. 161 der soeben ausgesprochene Satz eingeschaltet werden. Der 
S. 161 ausgesprochene Satz ist nur eine andere Ausdrucksweise für den 
in den Formeln (9) und (10) liegenden Theil unseres jetzigen Satzes. 
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die Coefläcienten A, B, C genügen den in § 7, Formel (27), 
(28), (29) angegebenen Regularitätsbedingungen. 
Setzt man 

(17) z = 9)Pg, 

so genügt t den Differentialgleichangen 

mit den Coefficienten 



^= ^H''f.+<)^^p-»^<-t-) -^ 



Qyj ^v ^^ \ dy J ^ dy 
(19) ö© 

l?i = Ol , iZ2 = C2-2pip^-'^. 

oy 

Für jeden Exponenten 2?, für welchen in dem Integral 
(17) die Potenzreihe g nicht durch 9 theilbar ist, bestehen 
die Congruenzen 

(20) Po = 0, Qo ^ 0, Po = 0, mod. g>, 

welche im Falle ä = 1 die Congruenzen (5), in dem jetzt 
zu behandelnden Falle h > 1 die Congruenzen 



2 



^0 
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Bo+p (^1 -f- + ^2 1^) = ^ mod. 9 (21) 

liefern. Da die Regularität des Systems (16) und somit 
das Vorhandensein eines Integrals von der Form (17) fest- 
steht, so müssen die drei Congruenzen (21) dieselbe Wur- 
zel p = p^ haben. Um die Form eines Fundamentalsy- 
stems von (16) zu untersuchen, führen wir das System 
(16) durch die Substitution 

über in das totale System 

q)^dei =■ {AQ£!Q'\-AiSi-^A2^<^)äx-\'{BQeQ'\-B\8i'\-B^2)dy (^'S) 
und dieses wiederum durch die Substitution 

in 

(pdvo — {FooVo+FoiVj-\'Fo2V2)dX'\'{GooVo'\'GoiVi-\-Go2V2)dy 

(pdvi = {FioVo-\-FnVi+Fi2V2)dX'\-(QioVo-]-GnVi+Gi2V2)dy (24) 
^dt?2 = {F2oVo+F2iVi-{'F<^V2)dx+{G2oVo-{-G^iVi-\-G22V2)dy 
mit den Coefficienten 

ftFoo = ^^-^ , f*-Poi = (i , ^2^02 = 
ftFio = — ^' , iiFu = ^ , /üFi2 = Ä2 

|xG,o = — B' , (iGu = -B , ftGi2 = -02 ; 



1) X, it, /4 sind in § 7 definirt. 
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TOü den ÄMSfii^ien ßr JW -fi:- -fs: G^i. t^n. 6a machen 
wir keinen Crelraneb. 

Da 






far ein System i'16i der zweiten Gattnng nicht dnrch qp 
theilbar sein kann, so kann das kanonische System (24) 
nicht von der ersten Art sein. £3 kann aber anch nicht 
von der zweiten Art sein, da die Determinante 
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ay dz oy ox 



nicht dnrch if theilbar sein kami, ohne dass 

ist, was sich in § 7 als unmöglich herausgestellt hat. Das 
System (24) ist daher stets von der dritten Art. 

Jedes System (16) der zweiten Gattung^ für welches A> 1 
istf besitzt ein Fundamentalsystem von der Farm 

^1 = q^ti 
Z2 = q^t», 

warin fo, fi, ^2 Potenzreihen von x — a, y — b sind. Der Ex- 
ponent p^ genügt der Congruenz 

(25) X +i, (a -^|- + ^ -^|-) = 0, mod. </>. 
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§12. 

Zur Integration der regulären partiellen Differentialgleichungen- 

systeme erster Gattung. 

In § 7 wurde bewiesen, dass es zwei verschiedene 
Arten von regulären Systemen linearer partieller Diflteren- 
tialgleichungen von der Gestalt, wie wir sie hier behan- 
deln, giebt. Die Systeme der zweiten Grattung wurden 
im vorhergehenden Paragraphen behandelt; bevor wir zu 
dem allgemeinen regulären System erster Grattung über- 
gehen, wollen wir uns mit dem einfachsten System dieser 
Grattung beschäftigen, nämlich mit dem System 

2 ^^^ A \ A ^^ \ A ^^ 



dx^ dx dy 

dessen Coefficienten -4, J5, C in der Umgebung der Stellen 
(a, 6) des singulären Gl-ebildes <jp = in Potenzreihen ent- 
wickelbar sind und den in § 7 , Formel (21) , (22) , (23), 
angegebenen Regularitätsbedingungen genügen. Da die 
Regularität dieses Systems nach dem Früheren feststeht, 
so sind drei Integrale vorhanden von der Form 

z = q>n. (2) 

WO g eine nicht durch y theilbare Potenzreihe ist oder 
eine ganze Funktion ersten oder zweiten Gl-rades von log 9^, 
welche Potenzreihen, die nicht sämmtlich durch (p theilbar 
sind, zu Coefficienten hat. Die Grleichung, welcher die Ex- 
ponenten p genügen, wollen wir zunächst aufstellen. Für 
g ergeben sich die Grleichungen 

7* 



(4) 
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mit den Coefflcienten 

Pi =^ A - 2i?9, ll , P2 = Ä2 

Bi = Ci , Bi =: Ca — 2pw-^. 

^ dy 

Setzt man 
dtp Q dv _ „<j ^ d<f . dtp _ 

p dfp dtp 

(5) dy ^ dx ^ 

oder ausgereclmet 
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SO folgt aus den Grleichungen (3) 



Tog+T.f +Ta 



dy 



dy 



= 



mod. (p. 



(7) 



Aus den Regularitätsbedingungen § 7, (21), (22), (23), 
sowie aus (3) und (7) des gegenwärtigen Paragraphen folgt, 
dass alle Determinanten zweiten Grades aus 



Po 


Pl 


P2 


<2o 


Qi 


«2 


m 


Jtl 


Xi2 


So 


8i 


8i 


To 


Ti 


Ti 



(8) 



durch y theilbar sind. Daraus erhalten wir beispielsweise 
die Congruenz 



Po Pl 



= 0, mod. 9, 



welche vom dritten Grade in jp ist und nicht identisch er- 
füllt sein kann , da der Coefläcient von jp' nicht durch 9) 
theilbar ist, sowie 



So 5i 
To Ti 



= 0, mod. 9, 






welche p nur im zweiten Grrade enthält, deren Coefficien- 
ten aber durch 9 theilbar sein können. 

Wir führen nun das System (1) in ein kanonisches 
totales System über. Setzt man 

dq> dß dq> dz 

ß da dy dx dx dy .^. 
^0 = — j Vi = -^^ ^2 == ^, (9) 

q) OX ip- 



so ist 



) U >. 'J . t 
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ipdvo = IFooVo-^ ^ \dx 

+ /(?oofo + -^ \dy 

\ 'dx 

tpdvi = IFioVo-\ -^ \ax 

(10) V ~d^ 

\ ~dx / 

\ ~dx / 

+ / 6^20^0 H ^ \ dy; 

\ dx I 

die Coefficienten haben die Werthe 

J*«) = —Ax, , Fii = — J. , 2^1» = —Ä2 

F2o-=-Lo, F2i = -L, Fw = -U-{£) -\-q> Q^^ 

^^^^ . 

dy ' dy 



d'g> 



2 



Da die Congruenzen 
stets erfüllt sind, die Congruenzen 
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mod. q) (12) 



dw dw 

F^i-^ — O^-^ = 0, mod. (p 
oy ox 

aber auch in der Form 

oy ox 

oy ox 

oy ox 

geschrieben werden können, so ist das System (10) von 
der ersten Art, wenn die Bedingungen (12) erfüllt sind, 
anderenfalls von der zweiten, aber nie von der dritten Art. 

Wir unterscheiden demnach Systeme (1) von der ersten 
und von der dweUen Ärtj je nachdem die Cohgruenzen (12) 
erfüllt sind oder nicht. 

I. Setzt man bei einem System der ersten Art den 
Kegularitätsbedingungen gemäss 

Ä, _ Bi _ C, ^^^ (1=0,1.2) 



fd(p\* d<p dtp {^f^ 
V ö« ^ dx dy ^ dy ^ 

ABC 



(13) 



^dx y dx dy ^dy ^ 



2 



= E 



und den Congruenzen (12) gemäss 

Li Mi 



dq> 


^9 


dx 


dy 


L 


M 


dq> "" 


dq> 



- = Hi (i = 0,l,2) 



(14) 



dx dy 
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so folgt aas (8), dass alle aus den beiden Zeilen 

Eo-\-pE—pip—l), El , Ei 

gebildeten Determinanten zweiten Grades durch (p theil- 
bar sind. Hieraus ergiebt sich die determinirende Grlei- 
chung , welche vom dritten Grrade in p ist. Man erkennt 
leicht die üebereinstimmung dieser Gleichung mit der de- 
terminirenden Gleichung des Systems (10), wenn der Ex- 
ponent der Integrale des letzteren Systems mit p — 1 be- 
zeichnet wird, da ja vo = — gesetzt wurde. Es können 
nicht alle Unterdeterminanten zweiten Grades des Systems 

Foo — (p — 1) "Tj— , 2^01 , jFo2 



dx ' 



durch (p theilbar sein, da darunter auch die Werthe 

— J.2-^, — B2-~-- vorkommen. Wäre diese nämlich 

dx ox 

= 0, mod. 9, so wären -4i, A^] Bi, B2] Ci, C2 sämmtlich 
infolge der Eegularitätsbedingungen durch y theilbar; dann 
hätte man aber ein System zweiter Gattung. Hiermit muss 
einer zwei- bezw. dreifachen Wurzel der determinirenden 
Gleichung des Systems (11) ein zwei- bezw. dreifacher 
Elementartheiler der Determinante entsprechen, welche 
gleich Null gesetzt die determinirende Gleichung darstellt^). 
Hiernach können wir mit Rücksicht auf die Sätze des 
§ 10 den Satz aussprechen: 

Sind die Bedingungen (12) erfüllt und hat die aus (15) 
gebildete determinirende Gleichung die Wurjsieln po, pij p2f so 
hat das System (1) ein Fundamentalsystem von der Form 



1) Es bestehen also ähnliche Verhältnisse wie bei einer Fochs'schen 
Differentialgleichung. 
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jsi = ^Pi^i (16) 

«<;eww ^oj Ph P2 von einander verschieden sind und keine gane- 
zahlige Differenz zwischen denselben auftritt. Ist pi — p2 == e 
gleich Null oder gleich einer ganzen positiven Zahl, so hat 
man das Fundamentalsystem 

Zo = q>^io 

zi = q>P^ii (17) 

Z2 = ^^^ü'\-kq)P^ixlogq>, 

und schliesslich, wenn pi—po = e\ p2'-pi = e" gleich Null, 
oder gleich ganzen positiven Zahlen sifid, das Fundamental- 
System 

^1 = g>P'^i + ih(ppo iologg> (18) 

Z2 = <pP^ & + 2k'q)Pi gl log<p + kk'ifPo ^ (log 9)2. 

Die g sind überall Potenzreihen, die k Constante. In (17) 
kann k nicht verschwinden , wenn e = ist; in (18) ist k 
von Null verschieden f wenn e' = 0, und k', wenn ^ gleich 
Null ist, 

n. Bei einem System der zweiten Art sind alle aus 

80 Sl S2 X^QV 

To 2^1 2^2 ^ ^ 

gebildeten Determinanten zweiten Grades durch <p theil- 
bar, woraus eine Gleichung zweiten Grades für p entsteht, 
deren Wurzeln p' und p" heissen mögen. 

Sind die Bedingungen (12) nicht erfüllt ^ so besitzt das 
System (1) ein Fundamentalsystem von der Form 

^0 = y^' 6) • 

^1 = V^' gl (20) 

wenn die Wurzeln p\ p" der däerminirenden Gleichung zwei- 
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ten Grades von einander verschieden sind und keine gane- 
aahlige Differene besitzen. Ist aber p' — p" = e eine ganze 
positive Zahl, so ist das Fundamentalsystem von der Form 

(21) zi = yp'& 
oder von der Form 

(22) zi = ipp''ti 

SämmtUche g sind Potenzreihen; Tc ist eine Constante^ die im 
Falle e = nicht verschwinden kann. 

Die aus einer der drei ersten und aus einer der bei- 
den letzten Zeilen von (8) gebildeten Congruenzen, welche 
p im dritten Grade enthalten, haben neben p' und p" noch 
die Wurzel jp'+ 1 (in den FäUen (20) und (21)) oder p"-^ 1 
(im Falle (22)). 

Das soeben behandelte System ist ein besonderer Fall 
des Systems (1) von § 7, dessen Coefficienten den Regula- 
ritätsbedingungen (10), (11), (12) in § 7 gentigen. Dieses 
allgemeine System geht durch die Substitution (2), §7 in 
ein System totaler Differentialgleichungen mit den Coeffi- 
cienten (3), § 7 und dieses durch die Substitution 

(23) vq = zq^ Vi = Zi, V2 = ' — . 

w 

in das kanonische System 

g)dvo = (Foot'o+l^oiVi+l^o2t;2)<te+(6r(X)Vo+6roit;i+ 

(24) (pdvi = {FioVö'-{'FiiVi'\-FuV2)dx-i-{OioVo'\-GnVi'\'Gi2V2)dy 
q)dv2 = {F2ovo']-F2iVi'{-F22V2)dX'{'{G2oVo-j-G2iVi-^ChaiV2)dy 

mit den Coefficienten 



d^ 



pjL'OO — - 


''dx 




ft^io — - 


-A' 




fft JP20 — - 


-L' 




fiG^oo = - 


— if* — 


dff 


ftöio — ■ 


JB' 


V 


fl6r20 — 


-M' 
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ftFoi = [t, , ftFoa = 

(25) 

ftÖ^Ol = — A , ft(T02 = y* 
y^Grw = B j ft(Tl2 = JB2 

Über. Die hierin vorkommenden Grössen sind durch die 
Formeln (10), (11), (12) des § 7 definirt. Nach § 7 ist 

Ö9 ^ d(p __ 

/)!! ;)! ^ ^^^- 9^ (* = ^' ^' ^) ' 

so dass das System (24) nur von der ersten oder zweiten 
Art sein. Im ersten Falle ist 

und daraus folgt, dass die durch die Gleichungen 



Li^ — Mi^ = A82 + ft3K2 = <p% 
L^-M^ = lSi+(tm =ySR 



(26) 



108 § 12. 

definirten GrrSssen %j 9?i, %] SR, 9i', 9?" Potenzreihen 
sind. Im weiteren gelten ganz entsprechende Sätze wie 
bei dem vorhin behandelten speciellen System. 

Ueber die Form der Integrale des regulären Systems 
erster Gattung 

gdten die "beiden vorhin für den FaU h = 1 aasgesprochenen 
Sätze mit der Massgoibe, dass an Stelle der Gleichungen (12) 
die Gleichungen (26) treten. 

Die determinirende aieichung kann man ans dem to- 
talen System (24) herleiten; man kann aber auoli, wie 
wir es vorhin für h = 1 thaten, unmittelbar von dem 
System (27) ausgehen. Setzt man in (27) e = gf^^, so 
genügt ^ den Differentialgleichungen 

mit den Coefficienten 



Po = ^o+P«-p(l)-l)9.*-»(-^|-) 



Pip' 



dx 



2 



(29) (2o = 5„+^«_pOp-l)^i^g-_^^£| 
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d<p 



P, = ^1— 2l)qp*-^J, Pi = Ai 

Qi=^Bi- pg^^, <32 = B,- pq^^ (29) 

üi = (7i , Ba = Gl— 2p<p»-^. 

Unter Anwendung der Bezeichnung 
XPo+nQo = fp^So, lPi+fiQi = (p^Si, XPa-\-ii(h = f>^82 .^^ 

oder nach Ausrechnung 

(31) 

d<p ow 

Si = Li—pX-g-—P9to, 82 = Ln—pfi-g^ 

Ti=Mi-pl^ , Ti = Mi -pii 1^ -pifa, 1) 

hat man 

Sot+8,^+S2^ = 

'^^ % }mod.<p. (32) 

Hieraus folgt, dass alle aus den Grössen 

So Si 82 ,3g. 

To Ti T2 

gebildeten Determinanten zweiten Grades durch (p theil- 



1) Hierbei ist 

dx ^'^ dy 



(O = 

9 



gesetzt. 
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bar sind. Bei einem System der ersten Art sind diese Con- 
gruenzen, welche vom zweiten Grade in p sind, infolge 
der Relationen (26) identisch erfüllt ; bei einem System 
der zweiten Axt erhält man daraus eine quadratische 
Gleichung fär p. Durch Vereinfachung der aus (33) ge- 
bildeten Determinanten findet man, dass alle aus den 
Grössen 



gebildeten Determinanten durch (p theilbar sind. Für ein 
System der ersten Art ergeben sich aus (28) unter Be- 
rücksichtigung der daraus hervorgehenden Congruenz 

(x + |,a))f + A-^ + fi^ = 0, mod. **+! 

Congruenzen dritten Grades in p, welche jedoch nicht so 
einfach sind wie im Falle ä = 1. Die Ableitung derselben 
wollen wir unterlassen. 
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lieber das Verhalten vieldeutiger linear verknüpfter Funktionen 
in der Umgebung einer Schnittstelle zweier singulärer Gebilde. 

Wir haben bisher die Form der Integrale der Systeme 
von Differentialgleichungen, mit welchen wir uns beschäf- 
tigten, nur in der Umgebung solcher singulärer Stellen 
untersucht, welche nur einem einzigen singulären Gebilde 
angehören. Es handelt sich jetzt um die Untersuchung 
in der Umgebung derjenigen singulären Stellen, in welchen 
sich zwei oder mehrere singulare Gebilde schneiden. Diese 
Untersuchung, für welche die seitherigen Entwickelungen 
über die Form der Integrale in der Umgebung der Stellen 
eines einzigen singulären Gebildes als Grundlage dienen, 
soll hier nur kurz angedeutet werden, während eine ge- 



§ 13. 111 

nanere Behandlung des Gegenstandes einer späteren Ab- 
handlung vorbehalten bleiben möge. 

Wir beschränken uns hier auf solche singulare Stel- 
len (a, 6), durch welche zwei singulare Gebilde 

(p{x,y) = 0, il^ix.y) = (1) 

hindurchgehen. Wir nehmen noch der Einfachheit halber 
an, dass in (a, b) sowohl 

dx ^ dy ^ dx ^ dy 

als auch 

d(p ö^ ö^ dtp 
dx dy dx dy 

von Null verschieden ist. Führt man an Stelle von x, y 
zwei neue Veränderliche 

u = 9>ix,y), V = ^{x,y) 

ein, so besteht in der Umgebung von w = 0, t? = eine 
Entwickelung von der Form 

y — b = y w + *^ + • • • 

Wir denken uns nun unter js irgend eine mehrdeutige 
analytische Funktion von x, y , welche in der Umgebung 
von (a, b) keine anderen singulären Stellen besitzt als die- 
jenigen, welche den Gebilden y = 0, ^ = angehören; 
für jede in der Umgebung von (m = 0, v = 0) gelegene 
singulare Stelle ist entweder w = oder v = 0. Die 
Stelle (w, v) möge in der Umgebung von (m = 0, t? = 0) 
einen geschlossenen Weg durchlaufen von solcher Beschaf- 
fenheit, dass, wenn man jeden der beiden Wege, die hier- 
bei die Veränderlichen u und v in ihren Ebenen beschrei- 
ben, für sich allein betrachtet, der Weg von u den Null- 
punkt der w-Ebene und der Weg von d den Nullpunkt der 
v-Ebene nicht umwindet. Man kann dann durch stetige 
Aenderung den Weg von (tt, t;) auf einen Punkt zusam- 
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e'i = JBi 0x 
(6b) 

Übergeht Setzt man, wenn p^, qi den Gleichungen 



genügen, 

so bleibt 5,- sowohl bei einem Umlaufe um y = als auch 
bei einem Umlaufe um ^ = ungeändert, also nach einem 
der obigen Sätze bei jedem in der Nähe von (a, h) verlau- 
fenden geschlossenen Wege. Es besteht also folgende ana- 
lytische Darstellung unseres Fundamentalsystems: 

(7) 

5i > • • • Cm sind Funktionen von Xj y , welche sich in der 
Umgebung von (a, 6) eindeutig verhalten , aber an den 
Stellen der Gebilde g? = und ^ = möglicherweise 
unendlich werden, also in der Form 

dargestellt werden können. 

Ist das Fundamentalsystem (^i , ... ^m) an jedem der 
beiden singulären Gebilde g? = 0, ^ = singulär, so sind 
Siy •• • Sm bei geeigneter Wahl der Exponenten Pi, qi in der 
Umgebung von (a, 6) in gewöhnliche Potenzreihen ent- 
wickelbar ; wir sagen dann, das Fundamentalsystem sei an 
der singulären Stelle (a, b) regulär. 

Im Anschluss an die seitherigen Untersuchungen bietet 
sich die Aufgabe dar, bei allen regulären Systemen linea- 
rer Differentialgleichungen, mit denen wir uns im Vorher- 
gehenden beschäftigt haben, die Integrale in der Umgebung 
des Schnittpunktes zweier singulärer Gebilde zu unter- 
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suchen. Zunächst handelt es sich um die Berechnung der 
Exponentenpaare (pi , gi), . . . Q?^ , q^). Nun sind zwar die 
Exponenten pi, . . . Pm die Wurzeln der zum singulären 
Gebilde g? = und die Exponenten qi, . . . g« die Wurzeln 
der zum singulären Gebilde ^ = gehörigen determiniren- 
den Gleichung; es ist aber noch zu untersuchen, welcher 
der m Werthe von q mit jedem der m Werthe von p zusam- 
mengehört. Diese Untersuchung soll hier nur bei einem 
der früher behandelten Differentialgleichungensysteme vor- 
genommen werden, nämlich bei einem regulären Systeme 
linearer partieller Differentialgleichungen, welches sowohl 
an dem singulären Gebilde g? = 0, als auch an dem sin- 
gulären Gebilde ^ = von der Form (1) in § 12 ist. Ein 
solches System ist in der Umgebung des Schnittpunktes 
(a, h) von 9 = und ^ = von der Gestalt 

d^z dz . de 

die Coefficienten Ä, Bj C sind Potenzreihen von x — a, y — b 
und infolge der Bedingungen für die Regularität an den 
beiden singulären Gebilden 9? = und ^ = so beschaffen, 
dass auch alle durch die Gleichungen 

d(p dq> d^ Ti ^^ — ,uT" 

dy dx ^ ' dy dx (;[o) 

(t = 0,l,2) 
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(11) ^y ^^ ^y ^^ 

Off dx ^ ' dy dx 

definirten Grossen in Potenzreihen entwickelbar sind. Wir 
nelimen an, das System (8) sei an beiden singolären Ge- 
bilden von der ersten Art, d.b. es sei nach den Formeln 
(12) von § 12 

(12) (i = 0, 1, 2) 

dy dx ^ dy dx 

Setzt man 

(13) e = ipPinl, 

so erhält man für g Differentialgleicliiuigen von der Form 

die Coefficienten haben unter Anwendung der Bezeich- 
nungen 

« = ^-0^ + 2" "9^ 
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die Werthe 



(16) 



-Bo = C, +p C'+qCr-Y'-yg>t 

Pi = Ai — 2X(pi;, P2 = Ä2 

Qi == jBi — ii(pi; , ^2 = B2 — ^(p^ 

El = Gl , JBa = Ca — 2ftqp^. 

dm 
Zählt man von der mit -^ multiplicirten ersten Dif- 

ßm 

ferentialgleieliiing (14) die mit -^ multiplicirte zweite ab, 

so sind infolge der angeschriebenen Begularitätsbedingan- 
gen alle Glieder der Differenz durch 9 theilbar, mit alleini- 

dg> d(p 

ger Ausnahme von Ä" -^ B^ -^ , welches also auch 

° oy ox 

= 0, mod. (p sein muss. Zu den bereits angegebenen Be- 
dingungen kommen auf diese Weise noch die folgenden 
hinzu : 

oy ox oy ox q^n 

Aus 

* dy dy ' ^ ö« dy dx dy ^ * dx dx 
- ^ (t< ^* Äf' ^^ ^ _ Jt« ^f w ^f^ 
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folgt, dass 

(18) iv;- = ^y p-^ ^ ^y Sx_ 

t q> 

{i = 0, 1, 2) 

und in ähnliclier Weise, dass 

dy dx 

(19) f ~ V 

dy dx 



N 


L' 


dt 
dy 


—M' 


dt 
dx 


AT 


L' 


dt 
dy 


— M' 


dt 
dx 



Potenzreihen sind. 

Wir beschränken uns auf den Fall, dass die auf die 
singulären Gebilde y = und ^ = bezüglichen deter- 
minirenden Gleichungen, von deren den jetzigen Verhält- 
nissen angepasster Darstellung wir absehen, drei verschie- 
dene Wurzeln poj pi, p2 bezw. go, 2i, 9'2 besitzen und dass 
weder unter den p noch unter den q eine ganzzahlige Dif- 
ferenz auftritt. Dann ist ein Fundamentalsystem von der 
Gestalt 

^0 = (p[x,yy^7lj{x,yyo^o{x — a,y — h) 

^1 = q>{x,yy^if{x,yy^'^i{x—a,y-'b) 

z^ = q){x,y)p^il;{x,yy^'^2{x—a,y—b) 

vorhanden. Zur Ermittelung der Art der Zusammengehö- 
rigkeit der Werthe von p und q dient eine bilineare Glei- 
chung zwischen p nnd q, deren Ableitung den Schluss der 
gegenwärtigen Abhandlung bilden möge. 

Die Differentialgleichungen (14) gehen unter Einfüh- 
rung der Bezeichnung 
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oder 

dy ^^ dy 

über in 

Multiplicirt man die Grieichungen (23) bezw. mit 

dy dy ^ \ dx dy dx dy J ^ dx dx ' 

so erhält man nach Division durch 9^ die Congruenz 

modd. q), ifj 

aus welcher sich zu jedem Werthe von p ein Werth von 
q ergiebt. Da der Ausdruck auf der linken Seite von (24) 
mit g multiplicirt auftritt, so ist vorher noch zu zeigen, 
dass der Anfangswerth von g nicht verschwindet, d. h. dass 
$o(0,0),5ßi(0,0),$ß2(0,0)in (20) von Null verschieden sind, 
was unter den gemachten Voraussetzungen bewiesen wer- 
den kann. 

Diese Bemerkungen mögen genügen, um die Richtung 
zu kennzeichnen, in welcher die vorliegenden Untersuchun- 
gen weiter zu führen sind. Ein näheres Eingehen auf das 
Verhalten der Integrale der seither behandelten Systeme 
linearer Differentialgleichungen würde hier zu weit führen, 
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Schlussbemerkungen. 

Wenn ich bei den vorstehenden Untersuchungen ein 
System linearer partieller DiflFerentialgleichungen von der 
Form (5) der Einleitung in den Mittelpunkt stellte, so be- 
absichtigte ich damit, an einem verhältnissmässig leicht 
zu behandelnden Beispiele zu zeigen, wie sich die Fuchs- 
sche Theorie der linearen Differentialgleichungen auf Sy- 
steme linearer partieller Differentialgleichungen von der 
Form (1) der Einleitung ausdehnen lässt. Das oben an- 
geschriebene specielle System (5) hat die Eigenthümlich- 
keit, dass es sich unmittelbar auf ein System totaler 
linearer Differentialgleichungen von der Form (2) der Ein- 
leitung zurückführen lässt. Wenn nun diese Zurückfüh- 
rung auch bei allen Systemen linearer partieller Differen- 
tialgleichungen , welche eine endliche Anzahl linear unab- 
hängiger Integrale gemein haben, möglich ist^), so ist es 
doch nicht zweckmässig, diese Zurückführung, welche mit- 
unter mit grossen Schwierigkeiten verknüpft ist, stets vor- 
zunehmen ^). Man wird sich vielmehr die Aufgabe stellen 
müssen', alle hierher gehörigen Fragen direkt zu lösen 
unter Zugrundelegung der Form, in welcher sich das Dif- 
ferentialgleichungensystem gerade darbietet. Von diesem 
Gesichtspunkte aus dürfte es sich, um ein einfaches Bei- 
spiel zu gebrauchen, auch empfehlen, das Differentialglei- 
chungensystem der hypergeometrischen B.eihe 

^^^' y^ - 5 (c. A + f.) (1. X) (ra- * y 

(A^ ^ = 0; 1 . . . OO) , 

welches sich zunächst in der Form 



1) Vgl. den vierten Abschnitt der Abhandlung des Verf., Act. math. 
Bd. 12. 

2) Vgl. die Differentialgleichungensysteme der hypergeometrischen 
Reihen zweier Veränderlichen in § 6 der Abhandlung des Verf., Math. 
Ann. Bd. 34. 
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dx^ ^ ' dxdy 



2 



dsfdy dy 

darbietet, auch in dieser Form der Rechnung zu Grunde 

zu legen , anstatt zuerst -tt^ , ^ ^ . , -=-r- durch z , 

dx^ dxdy dy* 

-7^— , -^— auszudrücken, wie ich es früher ^) gethan habe, 
äx äy 

Wenn ich mich hier mit solchen Systemen linearer 
partieller Differentialgleichungen beschäftigt habe, bei wel- 
chen das allgemeine Integral ebenso wie bei einer gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichung eine endliche Anzahl 
willkürlicher Constanten enthält, so will ich nicht unter- 
lassen zu bemerken, dass es nützlich sein könnte, auch 
über die Integrale einer einzigen linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung , obwohl das allgemeine Integral willkür- 
liche Funktionen enthält, funktionen - theoretische Unter- 
suchungen, anzustellen, die dann auch bei der Behandlung der 
Differentialgleichungensysteme benutzt werden könnten*). 



1) Act. math. Bd. 12, S. 161. 

2) Vgl. den Satz in der Note des Verf. „über die singulären Stellen 
der Integrale einer linearen partiellen Differentialgleichung" Math. Ann. 
Bd. 83, sowie die hiervon in § 6 der Arbeit des Verf. „über die Gon- 
vergenz der hypergeometrischen Reihen zweier und dreier Verluider- 
liehen" Math. Ann. Bd. 34 gemachte Anwendung. 
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Zusätze und Bericbtigwosi^. 

1) Zu S. 72 und 79. Dass ein den Integrabilit&tsbedingungen ge- 
nügendes Differentialgleichungensystem 

(i,Ä;= l,...m), 
(Ib) y 4^ = -^^«^* 

dessen Coefficienten -4<», B,*, in der Umgebung der Stellen (a, 2>) von 
^ = in Potenzreihen entwickelbar sind, an dem singulären Gebilde 
9) = regulär ist, lässt sich folgendermassen beweisen. Unser System 
geht durch die S. 79 unten angegebene Substitution über in 

(2a) 9^ =■' f ^**^* 

(^Ä; = l,...w); 

(2b) <P^ = ^Qik^f^ 



die Coefl&cienten P^^, Qi^ sind Potenzreihen von y, y/. Der Voraus- 
setzung nach ist ein Fundamentalsystem vorhanden, welches sowohl (2a) 
als (2b) genügt. Das System (2a) besitzt, wenn man nur ^ als verän- 
derlich ansieht, ein Fundamentalsystem, dessen demente von der Form 

(3) Zi = (fv^i (i= l,...w) 
oder von der Form 

(4) Ä»« = ^'(Ci+ölogy + ...) (t = l,...m) 

sind; C^, Co • • • sind Potenzreihen von ^. Das System (2b) hat, wenn 
V> als einzige Veränderliche angesehen wird, ein aus lauter Potenzreihen 
von \p bestehendes Fundamentalsystem; also müssen in (3) und (4) 
C<} {<) • • • Potenzreihen von tf» sein. 

2) S. 9 Zeile 18—21 muss lauten: Man kann aus den Elementen 
;8i, . . . 0« lineare Kombinationen derselben bilden, welche eine Ent- 
widmung (4) in solcher Weise zulassen, dass 

ß = (V)ft.n C'= (V)C,.,, . . . ß*-"= (ä)Ci (t = 2,...e) 

ist (vgl. Jürgens, Grelles Journal 80). (Die Relationen, welche zwi- 
schen den C bestehen, wenn man das zuvor eingeführte Fundamental- 
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System beibehält, finden sich bei Hamburger, Grelles Journal 76.) 
Dementsprechend sind auch die Formeln (11) S. 11 abzuändern. 

8) Zu S. 61. Die Formeln (6) müssen lauten: 
yi = nn^Vi 

yi'^ = x^in'r + 2fi[' \ogx 4- n'i (logo:)«) 

y\^ = aJ^(9r + (V)9?-*>loga: + ... + (t{)9;(logx)-»). 



Göttingen, Druck der Univ.- Bnchdrackcrei von £ A. Hnth. 



I 



